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~
Estatica aplicada —

PREFACIO

Este libro ha sido preparado para el uso de estudiantes de ingenieria que posean conocimientos
basicos de matematicas y fisica.- No obstante ello, algunos de estos conocimientos se han repeti-
do con la finalidad de obtener de aquéllos una mas facil captacion de los nuevos conceptos que
se trata de transmitir ya que, en el proceso de enseflanza y aprendizaje, lo prioritario es que el
alumno aprenda.- Esto ha constituido una motivacién permanente para dar claridad y secuencia
racional a dichos conceptos: el lector dird si se ha conseguido.-

El graduado de una rama de la ingenieria que tiene por objeto la construccién de obras o maqui-
nas se vera en la necesidad de establecer, o verificar, las dimensiones de los diversos elementos
estructurales constitutivos de aquéllas cuya funcién es mantener las posiciones geométricas pre-
vistas y soportar la accion de las cargas originadas por el servicio a que estdn destinadas, peso
propio de la obra, fuerzas producidas por fendmenos meteoroldgicos o geoldgicos, etc.- Dichas
dimensiones deben ser tales que satisfagan las exigencias de los cddigos que rigen la construc-
cién de obras o maquinas en cuanto a estabilidad, resistencia mecdnica y deformabilidad: para
calcularlas, o verificarlas, es necesario conocer las fuerzas internas originadas en los menciona-
dos elementos estructurales.-

Pero estos tres pardmetros, estabilidad, resistencia mecdnica y deformabilidad de la estructura
son funciones a su vez de las dimensiones que la misma posea lo que da al problema un grado de
complejidad que resulta elevado para un alumno que comienza un primer curso de estabilidad.-
Ello obliga a introducir hip6tesis simplificativas que faciliten acceder al problema.-

A mads de los conocimientos especificos correspondientes a la materia, es evidente que en un
primer curso de estabilidad el estudiante de ingenieria debe adquirir y/o acrecentar su aptitud de
observacién del fenémeno fisico que implica el problema a resolver y analizarlo de modo simple
y légico a partir de principios bdsicos cuyo acceso y dominio sea compatible con los conoci-
mientos que posee a esta altura de sus estudios.-

Los capitulos iniciales del libro se dedican al estudio de la estética tedrica agrupando el conjunto
de fuerzas que actdan sobre un punto material o sobre un cuerpo sélido, en sistemas de fuerzas
concurrentes y no concurrentes que, a su vez, se diferencian segin estén ubicadas en un plano o
en el espacio.- Estos sistemas de fuerzas se reducen, a partir de los principios fundamentales de
la estética, a otro equivalente o sea, otro sistema de fuerzas que produzca el mismo efecto fisico
que el dado y que, ademas, esté constituido por el menor nimero posible de elementos: una tini-
ca fuerza o una fuerza y un par o cupla de fuerzas.- Aplicando al sistema obtenido el tercer prin-
cipio de la estdtica se obtienen las ecuaciones de equilibrio estdtico.- Estas ecuaciones permiten
efectuar el andlisis de las estructuras y aplicarlo, en capitulos posteriores, a la determinacion de
las fuerzas internas que se originan por accion de las fuerzas que actian en ellas.-

Para reducir la complejidad del problema se parte de la hipétesis de la rigidez o indeformabilidad
de las estructuras y se limita el estudio a aquéllas que estén enlazadas, a otras estructuras o a tie-
rra, de manera tal que las interacciones entre las partes o con los vinculos que la fijan a tierra
puedan ser determinadas utilizando sélo las ecuaciones de equilibrio estatico.-

Finalmente, el autor quiere expresar su reconocimiento al decidido apoyo brindado por las auto-
ridades de la Facultad de Ingenieria para publicar esta obra y a la valiosa colaboracién del alum-
no Gustavo Marcial Silva por la traduccion a lenguaje electrénico de todos los graficos que ilus-
tran el texto.-

RAUL SALVADOR LLANO
Mendoza (Argentina), enero de 1999.-
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CAPITULO 1

EQUILIBRIO DEL PUNTO MATERIAL.

1.1.- CONCEPTOS INICIALES.-

Mecénica es la parte de la fisica que estudia las condiciones de reposo o movimiento de los cuerpos bajo
la accién de las fuerzas. La mecdnica cldsica describe el comportamiento de los cuerpos a nivel macros-
copico clasificandolos al efecto en rigidos, deformables y fluidos.

Nos ocuparemos de los primeros, es decir de cuerpos ideales, indeformables, caracterizados por la inva-
riabilidad de la distancia entre dos cualesquiera de sus puntos. Esta hipétesis no se cumple en la realidad
pero resulta titil dado que, en muchas de las aplicaciones de la ingenieria, las deformaciones que sufren
los cuerpos utilizados son muy pequeiias frente a sus dimensiones de forma tal que no alteran su estabili-
dad, es decir su posicioén de equilibrio cuando estd en reposo, o las caracteristicas del movimiento cuando
se encuentren en este estado.

La mecdnica de los cuerpos rigidos se divide en estdtica y dindmica. La estdtica estudia las condiciones
que deben satisfacer las fuerzas que actiian sobre un cuerpo o sistema material para mantenerlo en estado
de reposo o equilibrio. La dindmica estudia las relaciones de dependencia entre el movimiento de los
cuerpos y las fuerzas que lo originan.

La mecdnica trabaja con cuatro conceptos bdsicos: espacio, tiempo, masa y fuerza; dos de los cuales
son los que utiliza la estdtica: espacio y fuerza.-

Al espacio lo concebimos como el medio universal en el cual se localiza, o puede localizarse, la materia.
Lo percibimos a través de nuestros sentidos y desde el punto de vista del estudio de la mecanica lo aso-
ciamos a la posicién que en él ocupa un cierto punto A, que queda determinada por las distancias del
mismo a tres planos ortogonales entre si pasantes por un punto de referencia u origen O. Las tres distan-
cias indicadas se designan coordenadas del punto A.

El concepto de fuerza expresa la capacidad de un cuerpo para producir un efecto o accién fisica sobre otro
cuerpo. Puede ser transmitida por contacto directo o ejercida a distancia. El empuje del agua o de la tierra,
la presién del viento, el rozamiento son ejemplo de las primeras, en cambio las fuerzas gravitacionales o
magnéticas lo son de las segundas. Son magnitudes fisicas que quedan determinadas por su intensidad,
direccion, sentido y el punto de aplicacion cuando actian sobre un cuerpo deformable; en cambio actuan-
do sobre cuerpos rigidos, es suficiente conocer un punto cualquiera de su recta de accién. En el primer
caso se las representa por un vector aplicado y por un vector axil cuando al cuerpo se lo supone rigido.

En determinados problemas de la mecdnica hay cuerpos - o partes de un cuerpo - de los cuales puede
obtenerse una imagen simplificada imaginando su masa reunida en un solo punto. Por ejemplo si un cuer-
po rigido estd animado de movimiento de traslacién, las caracteristicas de éste quedan determinadas para
todos sus puntos cuando se conocen las de uno cualquiera de ellos - el centro de gravedad por ejemplo -
ya que todos recorren trayectorias iguales con iguales caracteristicas instantdneas de velocidad y acelera-
cién. A este punto donde imaginamos reunida la masa total del cuerpo, o de parte de ella, lo llamamos
punto material.- Esto se puede generalizar al estudio de problemas mecénicos si imaginamos al cuerpo
formado por un nimero muy elevado de puntos materiales en los que se concentran masas finitas muy
pequeiias.- Se puede entonces considerar al cuerpo rigido constituido por un gran nimero de puntos
materiales o particulas que ocupan posiciones fijas entre si.-
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1.2.- PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA ESTATICA.-

Recordemos que se designa como principio fisico a una ley universal obtenida empiricamente. Los prin-
cipios fisicos se verifican experimentalmente pero no son demostrables mediante razonamientos.

El estudio de la estdtica se funda en cuatro principios fisicos llamados principios fundamentales o pos-
tulados de la estdtica. Ellos son:

1. Ley del paralelogramo de las fuerzas o principio de la adicién vectorial de fuerzas.-

“Dos fuerzas que actian simultdneamente sobre un punto material pueden ser reemplazados
por una sola, llamada resultante, dada por la diagonal del paralelogramo que tiene lados para-
lelos e iguales a las fuerzas dadas.”

Decir que pueden ser reemplazadas las primeras - llamadas componentes- por su resultante signi-
fica que son equivalentes por producir el mismo efecto fisico sobre el punto material.

Observemos que este principio establece implicitamente que la equivalencia fisica entre las fuerzas
componentes y su resultante corresponde a la equivalencia geométrica entre los vectores repre-
sentativos de las componentes y el vector suma de los mismos.

Generalizado este principio a un mayor nimero de fuerzas expresa que: “Un conjunto de fuerzas
que actiia simultdneamente sobre un mismo punto material puede ser sustituido por una sola
Juerza actuante sobre el punto material y determinada por la suma vectorial de todos los vecto-
res representativos de las fuerzas que componen el conjunto.”

2. Principio de transmisibilidad de una fuerza.-

Establece que una fuerza que actiia sobre un cuerpo rigido no altera su efecto si se desplaza su
punto de aplicacion a lo largo de su recta de accion.

Expresar que no altera su efecto significa que no se alteran las condiciones de reposo o movi-
miento del cuerpo. Si el cuerpo es deformable no es posible deslizar la fuerza a lo largo de su recta
de accién sin alterar la deformacién que la fuerza origina en el cuerpo.

3. Principio de equilibrio estatico.-

Es sélo un caso particular de la ley fundamental de la mecénica (Ley de Newton) vista en el primer
curso de fisica que dice: Cuando sobre un punto material actia una o mds fuerzas adquirird una
aceleracion de direccion y sentido coincidentes con la direccion y sentido de la resultante de las
fuerzas, y de intensidad proporcional a la de esta resultante. Su expresién matemadtica queda dada
por la ecuacion :

F=m.a
En donde F es la resultante ,“ a ™ la aceleracién y “m” lamasa del punto material que, meca-
nicamente, expresa el factor de proporcionalidad existente entre la fuerza actuante y la aceleracion
adquirida.

A la Estdtica le interesa el caso particular que se presenta cuando el punto material se encuentra
en reposo. En dicho caso la aceleracién serd nula, y la resultante también lo serd: F = 0. Esto nos
permite expresar el principio de equilibrio estdtico del siguiente modo:

“Cuando la resultante de un conjunto de fuerzas actuantes sobre un punto material es nula éste
permanece en reposo - si originalmente estaba en reposo - o continiia con movimiento rectilineo
uniforme - si originalmente estaba en movimiento.”

Si sobre un punto material que se encuentra en reposo actiia un conjunto de fuerzas tales que su re-
sultante es nula, el punto se mantendra en reposo: las fuerzas se encuentran en equilibrio estético.
(Si no se expresa otra cosa, el término reposo significa reposo respecto a tierra).-
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4. Principio de accién y reaccion.-

En el universo las fuerzas se presentan en parejas de igual intensidad y recta de accién pero con
sentidos opuestos. Asi la fuerza ejercida por el martillo sobre la cabeza del clavo (accién) es
igual y opuesta a la fuerza ejercida por ésta sobre aquél (reaccién). La atraccién de la Tierra
sobre la Luna es igual y opuesta a la ejercida por ésta sobre la Tierra.

Toda fuerza, o accién de un cuerpo sobre otro, origina otra fuerza o reaccién del segundo sobre
el primero opuesta y de la misma magnitud. Concretamente el principio de accién y reaccién
establece que “la interaccion entre dos puntos materiales, ya sea que se encuentren en con-
tacto directo o a distancia uno del otro, puede ser representada por dos fuerzas de igual
magnitud y de sentidos opuestos que actiien sobre la recta que los une.”

1. 3.- FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS.- OBJETIVOS DE LA ESTATICA.-

Las fuerzas externas representan la accidn de otros cuerpos sobre el cuerpo rigido en consideracién. Son
las dnicas responsables del comportamiento externo del cuerpo rigido. Estas hardn que el cuerpo se mue-
va 0 asegurardn que permanezca en reposo.

Las fuerzas internas son las fuerzas que mantienen unidas las particulas que forman el cuerpo es decir,
representan las interacciones entre ellas. Si el cuerpo rigido estd estructuralmente compuesto de varias
partes, las fuerzas que mantienen unidas las partes componentes se definen también como fuerzas inter-
nas.

Se concretan estos conceptos si se considera una pieza prismdtica de eje recto cuya seccion transversal
tiene dimensiones mucho menores que su largo (fig. 1.1) ; por el extremo izquierdo A la pieza estd fija a
tierra y libre por el derecho B. Si se desprecia su peso y se aplica una fuerza F en su extremo B de la
direccién del eje AB, se originard en el elemento de fijacion como consecuencia del principio de accién y
reaccion, una fuerza igual a - F.- Para la ingenieria de las construcciones, un primer Objetivo de la Estd-
tica lo constituye la determinacion de estas fuerzas externas y reactivas que nacen en los elementos que
mantienen fija una determinada estructura designadas reacciones de vinculo.

Una pieza prismdtica de las caracteristicas geo- |n
métricas expresadas en el parrafo anterior y que
tiene capacidad de resistir y transmitir fuerzas I . _
que la solicitan segin la direccién de su eje, A

constituye un elemento estructural llamado Ba- _
rra, que la estdtica supone rigida. Ry=—F

Si se practica un corte transversal de la barra en
la seccioén n-n, para mantener unidas las partes
originadas por aquél, es necesario aplicar las =

fuerzas Ny N’ (iguales y opuestas) en ambas <_F — 4_»

caras de corte.

Puesto que las partes estaban unidas antes del E

. . = S |
corte, fuerzas internas equivalentes a Ny N’ |
deben haber existido como interacciones de las \

particulas situadas a ambos lados del corte. Fig. 1.7 |
— S _ T | B
Ny N’ 'se designan Fuerza o Esfuerzo In- Ra=—F il F
terno en la seccién n-n de la barra. Deferminar Sy —— ——  — — (—
las fuerzas o esfuerzos internos que originan A ; B
las cargas en las estructuras, es un Segundo B |
Objetivo de la Estdtica. R,=—F n | &
Si a la luz de estos conceptos reconsideramos el A Tl B

principio de transmisibilidad de las fuerzas a lo
largo de su recta de accién cuando F se despla-

(O8]



Estética aplicada E

za de B a C, fig. 1.2, observamos que el mismo es vélido en cuanto a los efectos externos (fuerza exter-
na R,) que se originan sobre el cuerpo rigido. En cambio no se cumple en lo referente a los efectos inter-
nos ya que al trasladar la fuerza F de B a C desaparecen las fuerzas internas que originaba en el
tramo CB subsistiendo las del tramo AC. En sintesis el principio de transmisibilidad es aplicable si el
cuerpo es rigido y el efecto que se considera es de cardcter externo al cuerpo; en cambio si se trata de un
efecto interno se debe analizar con cuidado la incidencia que tiene el traslado de la fuerza.

En el caso de ser el cuerpo rigido la fuerza constituye un vector axil ya que su efecto es independiente del
punto de su recta de accidn en que se la aplica; en cambio cuando el cuerpo es deformable la fuerza cons-
tituye un vector aplicado pues su efecto depende del punto de aplicacién.

1.4.- SISTEMAS DE FUERZAS.- SISTEMAS EQUIVALENTES.- REDUCCION DE SISTEMAS.-

El conjunto de fuerzas que actiian sobre un cuerpo rigido o sobre una particula se designan como Sistema
de Fuerzas .-

Si actdan sobre una particula o sobre un mismo punto de un cuerpo rigido se denomina sistema de fuerzas
Concurrentes. En caso de actuar en distintos puntos del cuerpo rigido se llama sistema de fuerzas No
Concurrentes .-

En ambos casos el conjunto de fuerzas podran ser coplanares o no; surgen entonces los siguientes siste-
mas de fuerzas (fig. 1.3): sistema plano de fuerzas concurrentes, sistemas espaciales de fuerzas concu-
rrentes, sistemas planos de fuerzas no concurrentes, sistemas espaciales de fuerzas no concurrentes (tam-
bién llamados sistemas gaussos de fuerzas).- Los sistemas de fuerzas paralelas son un caso particular de
los sistemas concurrentes que, por sus caracteristicas, se los trata separadamente.-

de

Sistemas espaciales de Fuerzas
fig. 1.3

Si el cuerpo rigido sobre el que actdan las fuerzas se encuentra libre y puede ser concebido como un
punto material sabemos que el efecto producido por las fuerzas consistird en imprimirle aceleracién. Pero
si el cuerpo no es libre sino que se encuentra fijado a tierra mediante dispositivos especiales llamados
vinculos o enlaces, la accion de las fuerzas actuantes se transmitird de particula a particula a los vinculos
y finalmente a tierra,. donde se originardn reacciones cuyos valores hay que establecer. Para simplificar y
resolver este planteo se sustituye el sistema de fuerzas actuantes por otro sistema equivalente que, pro-
duciendo las mismas reacciones, esté constituido por el menor niimero posible de componentes: esta
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operacion se designa Reduccion de sistemas de fuerzas.- La equivalencia entre Sistemas de fuerzas la

indicaremos con el siguiente simbolo = .-

Veremos que siempre es posible reducir los sistemas de fuerzas planos, paralelos y concurrentes a una
Unica fuerza llamada Resultante del Sistema .

En cambio los sistemas de fuerzas espaciales no concurrentes podrdn reducirse a lo sumo a dos fuerzas
alabeadas (no paralelas ni concurrentes) o a una fuerzay una cupla o par de fuerzas.

1. 5.- REDUCCION DE SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS CONCURRENTES.-

L. 5. 1.-PROCEDIMIENTOS GRAFICOS.-

La estdtica del punto material determina las condiciones de reposo de una particula bajo la accién de un
sistema de fuerzas concurrentes a ella. Para ello, en primer término debe reducirse el sistema de fuerzas
dado a otro equivalente constituido por el menor nimero de elementos posibles: esto se hace mediante la
Composicion o Suma de Fuerzas.

Reduciendo el sistema de fuerzas dado a su minima expresion se establecen las condiciones de su nulidad
que representaran, por el tercer principio de la estdtica, las Condiciones de Equilibrio. A menudo convie-
ne expresar las fuerzas utilizando sus componentes, para lo cual deben conocerse los procedimientos de
Descomposicion de Fuerzas.

Composicion.- Dos fuerzas concurrentes se ubican
necesariamente en un mismo plano y se componen
o suman segtn el principio del paralelogramo.

Sean dos fuerzas F, y F, que actian sobre el
punto material A (fig. 1.4). A partir de un punto O,
cualquiera del plano de las fuerzas, llevamos vec-
tores de direccién y sentido coincidentes con las
fuerzas dadas y cuyos mddulos representen a es-
cala la intensidad de las fuerzas.

o.kg

lem

Se completa el paralelogramo cuyos lados son
F, y F, y la diagonal representa en direccion,
intensidad y sentido la resultante de las fuerzas
ﬁl y E dadas:

Esta escala es del tipo

E= ﬁ1+ﬁ2

Para que R sea efectivamente la resultante, es
decir, que produzca sobre la particula A el mis-
mo efectoque F;y F, debe estar aplicada en A.

fig. 1.5

No es necesario construir todo el paralelogramo: es evidente que llevado a partir de 0 un vector repre-
sentativo de E y luego, por el extremo de éste, se lleva E ; uniendo el origen de E con el extremo
de F, se obtiene R . Se ha practicado la suma geométrica o vectorial. Si se altera el orden de los suman-
dos se mantiene inalterable la suma.

Si en lugar de dos fuerzas tenemos tres o mas E s E y E (fig. 1.5), la suma se obtiene llevando a
partir de O un vector representativo de cada fuerza a continuacién del otro; el vector que resulte de unir el
origen del primero con el extremo del dltimo nos determina la fuerza suma del sistema dado.
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Para que efectivamente sea la resultante debe aplicarse este
vector en el punto donde actdan las fuerzas dadas, porque sélo
asi puede producir el mismo efecto que éstas.

El poligono construido a partir de 0 cuyos lados son los vecto-
res representativos de las fuerzas se llama poligono de fuerzas.

La Descomposiciéon de una fuerza F en sus componentes
consiste en sustituir aquélla por dos fuerzas F;y F, que pro-
duzcan igual efecto; seglin cudles sean los datos conocidos de
las componentes, hay diversas posibilidades de efectuar esta
operacion: la mds frecuente consiste en descomponer una fuer-
za F seguin dos direcciones predeterminadas (1) y (2) concu-
rrentes al punto de aplicacion A de la fuerza dada, (fig. 1.6).-

Esto se efectda trazando por los extremos de F, representada a
escala, rectas paralelas a las direcciones dadas. Orientando los
segmentos obtenidos en el sentido que va del origen de Fasu
extremo se obtiene ﬁl y E en intensidad, direccién y sentido.
Punto de aplicacién es el de F.

Puede plantearse el caso de que se conozca una de las compo-
nentes F, y se necesite determinar la otra F, (fig. 1.7)

Se lleva Faescalaa partir de un punto cualquiera del plano y
por su origen se traza F, ; uniendo el extremo de ésta con el de
F se obtiene F..

En los casos precedentes hay una unica solucién, en cambio si
se quisiera descomponer F segtn tres direcciones (en lugar de
dos como se tenia anteriormente) concurrentes al punto sobre el
que actua, se obtienen infinitas soluciones: (fig. 1.8)

Las condiciones que debe satisfacer un sistema plano de fuerzas

que actdan sobre una particula para hallarse en Equilibrio, surgen de considerar el principio de equilibrio
estatico que expresa la nulidad de la resultante como requisito para que la particula esté en reposo. Grifi-

camente (fig. 1.9), para que esto se cumpla
(R=0), es necesario y suficiente que el extre-
mo de la dltima fuerza del poligono de fuerzas
coincida con el origen de la primera fuerza.
En otras palabras: Para que un sistema plano
de fuerzas concurrentes se encuentre en
equilibrio es condicion necesaria y suficiente
que el poligono de fuerzas sea cerrado.

Si aplicamos esto al caso de un punto material
sometido a la accién de sélo dos fuerzas,
deducimos que la unica posibilidad de equi-
librio existe cuando las dos fuerzas tienen
igual intensidad, recta de accién coincidente y
sentidos opuestos. Dos fuerzas de estas ca-
racteristicas se designan como Sistema nulo

de fuerzas.
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1. 5. 2.- PROCEDIMIENTOS ANALITICOS.-

Se puede expresar analiticamente una fuerza por su médulo F, y el angulo Fa i
0 que ella forma con la paralela a la rama positiva de un eje de referencia \\92 /
trazada por su punto de aplicacién.- El dngulo lo medimos en sentido anti- &
horario . La fuerza y los ejes son coplanares (fig. 1.10) y queda expresado

su médulo por un nimero y su unidad de medida (toneladas, kilogramos,
newton, etc.)

En muchas oportunidades resulta conveniente expresar la fuerza por dos
componentes ortogonales entre si, que suelen tomarse horizontal y vertical.
Sea (fig. 1.11) la fuerza R referida a los ejes “x e “y”, perpendiculares
entre s{ y cuyos versores llamaremos i y J. Se ha tomado el origen de
los ejes coincidente con el punto de aplicacién de la fuerza. Si se completa
el paralelogramo (rectdngulo en este caso) trazando por el extremo de F jf

las paralelas a los ejes “x” e “y”, se obtienen las componentes segin dichos
ejes:

Fig. 1.10

A0 |

I_{=)_(+§_(=Xi_+Yj_ 8

X e Y se designan componentes rectangulares de la fuerza, utilizdndose X X i
también esta designacién para sus médulos “X” e “Y”. Conviene especifi-
car si se trata de la componente vectorial o escalar en los casos que exista
posibilidad de confusidn.- Fig. 111

Conocidos R y 0 las componentes rectangulares se obtienen por las expresiones:

X =R cos 0O
Y =Rsen o

que las definen en valor absoluto y signo si 0 varfa de 0° a 360°. Se observa que las componentes rectan-

[T} [T}

gulares de una fuerza no son otra cosa que sus proyecciones sobre los ejes “x” e “y”. Se utilizard una u
otra designacién: Componente X o proyeccion sobre el eje X, componente Y o proyeccion sobre el eje y.

Si en cambio se conocen “X” e “Y” se obtienen R y 0 por las expresiones:

R=VX>+Y?

cos 0 = sen O =

7 | <
| =<

Y
gh=—
97X

Composicion:
Sea un sistema plano de fuerzas que actian sobre la particula A (fig. 1.12). Su resultante ser4 :
R= F+ F,+ F
Expresando estas fuerzas por sus componentes rectangulares, X; = F; cos 6; e Y;=F; sen 6; , tenemos:
Fi=X i+Y,]
F=Xi+Y,]

ﬁ3=X3 i_+ Y‘;_]_
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Y(F+ B+ F)=(X+X+X3) i+(Yi+Y2+Y3) |
Por otra parte: B B B
R=Xi+Y]j
De donde
X= X1+X2+X3 Y=Y1+Y2+Y3

Empleando el simbolo de sumatoria, tendremos:

X=Z Xi Y=Z Yi

Il
>
v
Il
>
X

Fig. 112

Estas expresiones establecen que las componentes X e Y de la resultante R de un sistema plano de
fuerzas concurrentes, se obtienen sumando algebraicamente las componentes X; e Y; de todas las fuer-
zas del sistema, respectivamente.-

En las aplicaciones se obtienen primero las componentes X; e Y; de cada una de las fuerzas del sistema. A
continuacién se suman las componentes X; y se suman las componentes Y; obteniéndose X e Y. Final-
mente se determina el médulo y direccidn de las resultantes con las expresiones:

R=VX>+Y?

Descomposicion:

Sea una fuerza R expresada por R y 0 (fig. 1.13). Se deben

s s calcular las intensidades F; y F, de sus componentes segin dos
R direcciones determinadas (1) y (2), coplanares y concurrentes a
un punto A de la recta de accion de la fuerza donde se ubica el

[T} [T

origen de los ejes “x” e “y”.

857 8, 9
V\‘\L \ \v A las componentes Fi y F2 se les supone un sentido (s.s.) y en

funcidn de él se expresan los dngulos 6,y 0.

@
@ Debe ser :

R= FiI + P2

o 113 Lo que expresado mediante las componentes rectangulares se
| . .
9 convierte en dos ecuaciones escalares:
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X=X1+X2
Y=Y1+Y2

O también:

R cos 0 =F, cos 0; + F, cos 0,
R sen 6 =F, sen 6, + F, sen 0,

Que constituye un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, F; y F,, que se puede resolver por cual-
quiera de los métodos conocidos. Si el valor de F; o de F, que resulta del cédlculo es positivo significa que
el sentido supuesto (s.s.) es el correcto; si fuese negativo se debe invertir el sentido supuesto.

Se podria resolver este problema con las mismas ecuaciones obtenidas si las incognitas fuesen las direc-
ciones o la direccién e intensidad de una de las fuerzas, pero sélo pueden calcularse dos incdgnitas por
cuanto tenemos dos ecuaciones. Cuando las incégnitas son 0, y 0, es mds ficil resolver trigonométrica-
mente por el teorema del coseno o las funciones del dngulo medio en base a los tres lados y el semiperi-
metro, aplicados al tridngulo de fuerzas formado por la resultante R y sus componentes F, y F,.

Equilibrio:

Se ha obtenido que:
X = Z Xi
Y = Z Yi

Para que las fuerzas estén en equilibrio y la particula en reposo su resultante debe ser nula, luego:

X=2Xi =0
Y=2Yi =0

que expresan analiticamente las dos condiciones necesarias y suficientes para que los sistemas planos de
fuerzas concurrentes se encuentren en equilibrio.

1.6.- REDUCCION DE SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS CONCURRENTES.-

extremo A (fig. 1.14). La fuerza quedard determinada por su médulo R

y los dngulos directores O, 0y, 8, que forma su recta de accion con la ‘ y
rama positiva de los ejes X, y, z. Estos dngulos varfan de 0° a 180°, y se Coc £
miden en el plano determinado por la fuerza y la rama positiva del eje

considerado y corresponde al menor de los dos arcos por ellos defini- A
dos, es decir el menor de 180°. By R

Sea una fuerza expresada en el espacio por un vector de origen 0 vy - ?

Si por el extremo A del vector fuerza se consideran tres planos proyec- 5 3 /%
tantes paralelos respectivamente a los planos de los ejes yz, zx, Xy, que =
interceptardn en los puntos B, C, D a los tres ejes, determinando los z
vectores X, Y, Z designados componentes rectangulares vectoriales Fig. 114
de R en el espacio. Se cumple que : /

R=X+Y+7Z
ya que R= OA se obtiene uniendo el origen y el extremo del poligono vectorial espacial que se forma
llevando uno tras otro los vectores X=0B, Y=BE y Z= EA
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Expresando las componentes vectoriales en funcién de la componente escalar y el versor respectivo, se
tiene:

R=Xi+Yj+Zk

en donde:
X =R cos 0,
Y =R cos 0,
Z =R cos 0,

Se concluye que conocido el médulo de una fuerza y los cosenos directores de su recta de accién se pue-
den calcular sus componentes segun ejes X, Y, Z.

Viceversa, conocidas las componentes X, Y, Z de una fuerza, o sea sus proyecciones ortogonales sobre

dichos ejes, se puede calcular su médulo (aplicando el teorema de Pitdgoras primero al tridngulo rectin-
gulo OBA y luego al BEA, fig. 1.14) y sus cosenos directores por las expresiones.

R=vX?+Y?+27?
X Y V4
cos 0,=— cosOy =— cos0,=—
R R R

El signo de las componentes rectangulares y de los cosenos directores surge considerando que para an-
gulos comprendidos entre 0° y 90° el coseno director y la componente rectangular respectiva serdn positi-
vos; en cambio serdn negativos para dngulos comprendidos entre 90° y 180°. Con el signo de las tres
componentes rectangulares se puede establecer el octante en que se ubica la fuerza.

Veamos que relacion existe entre los cosenos directores de una recta.- Para ello volvamos a la expre-
sién:

R=Xi+Yj+Zk
y sustituyendo las componentes por su valor:
§=RcoseX i_+Rcosey j_+Rcosé)Z k
Sise llama e al versor de la recta de accién de la fuerza, se tiene:
R=R E:RcoseX i_+Rcosey j_+Rcosé)Z k
de donde simplificando R queda:
€ = cos 0, i+ cos 0, j_+ cos 0, k

o sea que los cosenos directores de una recta representan las componentes rectangulares de su versor

e, = cos 0, ey = cos 0y e, =cos 0,

y como el médulo del versor es uno, se tiene:

1= ,lei +e§ +e§

cos? 0, + cos’ 0, + cos’ 0,=1

Que elevada al cuadrado da:

10
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Comiinmente una recta en el espacio queda dada por las coordenadas de dos de sus puntos. Se trata de
obtener sus cosenos directores.

Sean dados A(Xa, Ya, Za) Y B(Xg, ¥s, zp). (fig. 1.15).- Si
se toma el vector con origen en A y extremo en B, se
tiene:

AB = (xg-Xa) 1 +(Y5-ya) jHzp-22) k

AB = Ax i_+Ay j_+Az k
‘E‘ = AB = JAX? + Ay? + Az

e, = cos 0, = Ax/AB
e, = cos By = Ay/AB z
e.=cos 0, = Az/AB Fig. 1.12

Obtenidos los tres cosenos directores se debe verificar que la suma de sus cuadrados sea igual a uno.-

Composicion (fig. 1.16)

Fig. 116

Se determinard la resultante sumando las componentes rectangulares de las fuerzas del sistema en forma
andloga a la utilizada en el plano.- Los métodos graficos no son précticos para las fuerzas en el espacio.-

Dado un sistema F;, F,y F; de fuerzas concurrentes en el espacio y ubicando el origen de los ejes X, y,
z en el punto de concurrencia se tiene:

R=Y E= ﬁ1+ ﬁ2+ E

en donde: _ B _ _ X; =F; cos 04
F1 =X1 i +Y1 j+Zl k con Y1 =F1 COos 91y
Z, = F,cos 9,

. . B . X, = F, cos 0y
Fz = Xz 1+ Yz _] + Zz k con Yz = Fz CoS ezy
Z, = F;cos 0,

_ . . _ X5 =F; cos 03,
F3 = X3 1+ Y3 _] + Z3 k con Y3 = F3 CoS 93y
73 = Fscos 03,

(en la fig. 1.16 la fuerza F, se ha colocado al sélo efecto de indicar los dngulos directores y su designa-
cién) .-Sumando miembro a miembro, se tiene:

11
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R=F + B+ Fs=(X+ X +X3) i+ (Y1 + Yo+ Y3) j+ (Z1+Zo+Z3) k
Por otra parte:
R=Xi+Yj+Zk
Por lo tanto:

X=X +X+ X5 X=YX
Y=Y +Y,+Y; Y=YY;
7 = ZI+Z2+Z3 Z=2Zi

Estas expresiones establecen que las componentes X, Y, Z de la resultante son respectivamente iguales
a la suma algebraica de las componentes X; , Y;, Z; de las fuerzas del sistema dado.-

Conocidas X, Y, Z se obtiene:

R=VX>+Y?>+7?

Z

X
cos 0, = — cos@y =— cos0,=—
R R

Descomposicion (fig. 1.17)

_ Se trata de descomponer una fuerza segtn tres direcciones
R “) espaciales determinadas (1) , (2) y (3).

De la fuerza R conocemos su médulo R y sus dngulos di-
rectores 0x, Oy , 0z.

X De sus componentes F; , F, , F;3 conocemos cominmente
dos puntos de su recta de accidn; OA;, OA,;, OA;, les supo-
nemos un sentido y calculamos (y verificamos) los tres 4n-
gulos directores correspondientes a cada una de ellas.

Debe cumplirse que:

R= ﬁ1+ ﬁ2+ E‘;

o 117 Ecuacién vectorial que en el espacio implica tres ecuaciones
| !
S escalares:

X = X1+X2+X3
Y= Y1+Y2+Y3
Z= ZI+Z2+Z3

desarrolladas establecen que:
R cos 0, = F; cos 0+ F, cos 0, + F3 cos 05,

R cos 0y = F; cos 0;,+ F, cos 0,, + F3 cos 03,
R cos 0, =F, cos 0,,+ F, cos 6,, + F5 cos 63,

Sistema que nos permite calcular F;, F, y F;. Si alguna de ellas resultase negativa significa que el senti-
do supuesto es erréneo.

12
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Equilibrio

Para que un sistema de fuerzas espaciales que actia sobre una particula esté en equilibrio, lo que sucede
cuando la particula estd en reposo, la resultante de aquéllas debe ser nula (tercer ppio de la Estatica).

Vectorialmente ello se expresa con la ecuacidn:

_R=Z Fi=0

Lo que exige que sus tres componentes rectangulares sean también nulas:

X=Z Xi=0
Y=2Yi =0
Z=Z Zi=0

Estas ecuaciones expresan las tres condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un sistema
espacial de fuerzas que actian sobre una particula.-

Aplicaciéon numérica.-

Encontrar los esfuerzos en las tres barras AB; , AB, , Ali; del soporte de pared en escuadra (graficado en
la figura 1,18) que se encuentra sometido a una fuerza F, de la cual se conocen sus tres componentes X ,
Y , Z cuyos sentidos son los indicados en el gréfico.-

Datos: B|B, =5,00mcon OB;=0B,=250m ; OB;=1,50m ; OA=2,00m
X=35kgf Y=80kgf Z=30kgf

Incégnitas: F, , F, F;

| Y Las fuerzas F, , F, , F; , que aparecen en las
‘ barras cuando actiia la fuerza F son aquéllas que
mantienen al punto A en reposo si éste fuese un
punto libre: para ello se imagina cortadas las dos
barras y sustituidas por las respectivas fuerzas
internas.- Bajo esta suposicion F, F; , F, , F;
constituyen un sistema de fuerzas espaciales en
equilibrio que debe satisfacer la ecuacién

X Zﬁi=ﬁ+ﬁ1+ﬁz+ﬁ3=0

Equivalente a un sistema de tres ecuaciones escala-
res con tres incégnitas que permite determinar sus
valores:

Z Xi = F] COS 91X+ Fz COS sz + F3 COS 93)( +X=0

ZY1=F1 COSely+F2008ezy+F3COSG3y+Y=O

Z/ ZZi=F1 cosGlZ+cmosezz+F3 cosG3Z+Z=O
Fig. 118

Las rectas de accién de las incégnitas son los ejes de las tres barras; sus direcciones quedan determinadas

por las coordenadas del punto de concurrencia A como origen y su extremo en los puntos B; , B, , B; de

interseccion de las barras con la pared; los sentidos conocidos se indican con una flecha y los supuestos

para las incégnitas, con doble flecha.- Los cosenos directores de los vectores AB, ,AB, ,AB;, de

médulo AB, (expresado en forma genérica) , se calculan y verifican con las expresiones:

13
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[

X —X X, —X
cosBy =——A = — A - -
AB; \/(Xi_XA) (Vi —Ya) +(z;—2,)
Yi—Ya Zi —Z\
cosf.y = —+1—= cos9, =——"=~
Y AB; “ AB,
cos® 0, +cos” 0., +cos’ 0, =1
Se ordenan las operaciones confeccionando las siguientes tablas:
Punto Coordenadas
A XAZO yAZO ZA=2,00
A] X1 =- 2,50 yi = 0 Z = 0
Az Xy = 2,50 Yo = 0 Zy) = 0
A3 X3=O Y3 = 1,50 Z3 =0
Fuerza | Vector Xi -XA Yi-Ya Zi -ZA (Xi - XA)2 (yl 'YA)Z (Zi - ZA)2 (6+7+8)
-1- -2- -3- -4 - -5- -6- -7- -8- -9-
F, AB, -250 0 -2 6,25 0 4 10,25
F, AB, 2,50 0 -2 6,25, 0 4 10,25
F; AB; 0 1,50 -2 0 2,25 4 6,25
[—9_ |cos@iy=|cosB;j=|cosB;,=| cos’@ iy | cos’B;y | cos’B;, | Xcos’0;;
-10 - =3+10) | =4 +10) | =(5+10)
3,20156 | -0,78087 0 - 0,62470 | 0,609758 0 0,390250 | 1,000008
3,20156 | 0,78087 0 - 0,62470 | 0,609758 0 0,390250 | 1,000008
2,50 0 0,6 -0,8 0 0,36 0,64 1.-

Verificados los cosenos directores de las tres barras se introducen en las ecuaciones de equilibrio dadas
mds arriba.- A este efecto se supone que las tres fuerzas incdgnitas tienen sentido saliente del punto A de
concurrencia, al que asignamos signo positivo: si el resultado es negativo significa que el sentido su-

puesto es erréneo y debe cambiarse.- Ejecutando lo expresado, se tiene:

Y X =-0,78087 F, + 0,78087 F, +35=-F, + F, + 44,822 =0
YY= 06F -80=0
Y 7 =-0,62470 F, - 0,62470 F, - 0,8 F5 + 30 = F, +F, +1,2806 F; - 48,023 = 0

De (2) se obtiene que
F; =133,33

Sustituyendo en (3) el valor de F; obtenido, y despejando F; de (1) y (3), e igualando resulta:

Fi=F,+44,822 =-F, - 122,726 F, =- 83,774
E introduciendo el valor de F, en la expresion de F,
F) =-83,774 + 44,822 = 83,774 - 122,726 = - 38,952
Por lo tanto, los resultados obtenidos para las incégnitas son:
F, = 38,95 kgf de sentido opuesto al supuesto, o sea de compresion.-

F,= 83,77 kgf de sentido opuesto al supuesto, o sea de compresion.-
F;=133,33 kgf de sentido igual al supuesto, o sea de traccion.-

ey
2
3
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CAPITULO 2

EQUILIBRIO DEL CUERPO RiGIDO LIBRE

La expresion “equilibrio del cuerpo rigido libre” significa estudiar y establecer las condiciones de reposo
del mismo bajo la accién de un conjunto de fuerzas que actian en puntos diversos del cuerpo.

El método a aplicar serd el empleado para la particula: Reducir el sistema de fuerzas a su minima expre-
sién e igualarlo a cero. De ello surgirdn las condiciones de equilibrio del cuerpo. Pero ahora las fuerzas
estdn aplicadas en diversos puntos del cuerpo y el efecto de las mismas consistird no sélo en trasladarlo, o
tender a trasladarlo, como en el caso de la particula sino que se producirdn ademads rotaciones o tendencia
a rotar si el cuerpo estuviese fijo.

Para estudiar este nuevo efecto es necesario introducir los conceptos de Momento de una Fuerza respecto

a un punto y a un eje. Previo a ello vamos a efectuar repaso de puntos del dlgebra vectorial que nos reque-
rird nuestro estudio.

2. 1.- PRODUCTO DE VECTORES.-
Se define como Producto Vectorial de dos vectores coplanares Vl y Vz (fig. 2.1) a otro vector:

V = Vl A Vz
que presenta las siguientes caracteristicas:

1) Su médulo queda dado por la expresion y

V=V,.V,sen 0

siendo O el dngulo entre los vectores factores de
valor igual o menor de 180°.

Obsérvese que V expresa el drea del paralelogra-
mo cuyos lados son V;y V,

2) Su direccion es perpendicular al plano definido
por Viy V,

3) El sentido de V es tal que el observador ubica-
do en su extremo verd la rotacién 6, que lleva el
vector V; (17 factor) a coincidir con la direccién ‘

de Vz (2do factor ) en sentido contrario al de las F ! 9 8 1
agujas del reloj.

La regla enunciada para el sentido del vector producto, coincide con la llamada regla de la mano derecha
que consiste en colocar la palma de la mano derecha, arqueada, demarcando, desde la palma hacia el
extremo de los dedos, la rotacién 0 antes descripta: el pulgar extendido nos da el sentidode V.

Los tres vectores V;, V, y V forman una terna de rosca derecha como la formada por los ejes X, y, z
utilizada para el célculo de las componentes rectangulares de las fuerzas.- El producto vectorial goza de la
propiedad distributiva pero no se pueden conmutar los factores ya que al hacerlo se cambia el sentido del
vector producto.
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A menudo conviene expresar el producto vectorial en funcién de componentes rectangulares. Para ello
expresemos ambos vectores en funcién de esas componentes.

V]—X] 1+Y1 J+Zl K

Vz—Xz ]+Y2 J+Zz k
Recordando:

S|
I

o
1]

1A j
i A
A i

W‘|L_ -
1]
e

1A i
] Aj
A

I
co

Sa e Rl
11

y multiplicando:

V V]AVz—Xsz XZz_] YX2k+YZZI+ZX2J zi
V=(Y\Zs-7Ys) 14+(ZXs-XZ0) J+XYa-YiX) k

Yy como:
V=Xi+Yj+Zk
Resulta:
X = Y]Zz - ZIYZ
Y = Z]Xz - X]Zz
Z = X1Y2 - Y1X2

Expresiones que nos dan las tres componentes rectangulares del vector producto en funcién de las com-
ponentes X, y, z de los factores.

Si se tiene dificultad en recordar estas expresiones, obsérvese que la expresion obtenida,
V=(Z2-ZYs) i+(ZX:-XiZ) j+XiY2-YiXo) k

no es otra cosa que el desarrollo del determinante

i ]k
V=V, A V,=|X, Y, Z
XZ Y2 ZZ

Que desarrollado por sus menores complementarios, queda en la siguiente forma:

Y, 7,

V= Vl A V2= l“
Y2 ZZ

k. Zl Xl
ZZ XZ

—| X, Y,
XZ Y2

Finalmente digamos que si en lugar de establecer el sentido del vector aplicando la regla de la “mano
derecha” se utilizara para ello la regla de la “mano izquierda”, los valores que se obtendrian para las com-
ponentes rectangulares del vector producto serian los indicados mds arriba multiplicados por —1 : por lo
tanto sélo debe “cambidrseles el signo” a los términos de las expresiones obtenidas.- Pasemos a ver otros
modos de multiplicar vectores.-

expresion:

. / Vl X V2=V1V2 cos 0

Goza de las propiedades conmutativa y distributiva.

\ El producto escalar de dos vectores (fig. 2.2) esta dado por la

% Se puede expresar en funcién de las componentes rectangulares
de los vectores factores:

le X]. i+ Y]. £+ Zl E
z V2= Xz. 1+ Yz. J + Zz. k
SR

V] X Vz = X1X2 + Y1Y2 + Z]Zz

16
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Para llegar a este resultado se recuerda que:

ix i: 1 ix J:=O
jxj=1 jxk=0
kx k=1 kxi=0
El d4ngulo de dos vectores se obtiene asf :
V,xV, X, X, +Y,Y, +Z,Z,

Vivao X224zl X242 472

Sea un vector V aplicado en O (fig. 2.3) , se define como proyeccion del vector V sobre el eje Oe pa-
sante por 0 al escalar:

Ve=VcosB.= [OA]
Que es igual a la longitud del segmento OA. Sera positivo si coincide con el sentido del eje ( lo que su-

cede para 0.< 90° ) y negativo cuando 6. esté comprendido entre 90° y 180°. Para 6. igual a 90° la pro-
yeccidn es nula.

y

Si llamamos e al versor del eje se tiene:
Vxe=Vcosf =Ve=[0OA]
Es decir que también podemos definir como proyeccién de un

vector sobre un eje al producto escalar del vector por el versor
del eje.

Expresada la proyeccién de un vector en funcién de las compo-
nentes rectangulares del vector y del versor tenemos:

V.= Vxe= Xey + Yey + Ze, = Xcos O+ Ycos Oey + Zcos 0,

Se define finalmente como triple producto escalar o triple Fi af -3
producto mixto de tres vectores a la expresion:

V]A VZX V3

Tiene sentido efectuar primero el producto vectorial, y al vector producto que se obtiene se lo multiplica
escalarmente por el tercer factor. El resultado del triple producto mixto es un escalar.

El orden de los factores en el triple producto mixto puede permutarse ciclicamente:
V]A VZX V3= V;A le V2= Vz/\ V3X Vl

Expresando los tres vectores mediante sus componentes rectangulares se puede verificar focilmente que el
triple producto escalar de ellos resulta igual al desarrollo del siguiente determinante:

Xl Yl Zl
V]A VZX V3= X2 Y2 22
X3 Y3 Z3

Como caso particular que nos interesa recordemos que si dos factores son paralelos el triple producto
escalar es nulo. Recordamos ademds que si la terna formada por los tres vectores es dextrégira su triple
producto escalar es positivo y negativo cuando es levdgira.
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2.2.- MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO.-

Consideremos un cuerpo rigido en uno de cuyos puntos A estd aplicada una fuerza F. (fig. 2.4)

Fig. 2.4

fuerza tiende a imprimirle al cuerpo alrededor de un eje pasante por O y perpendicular a 7.

La posicién de A la damos con respecto a un punto fijo O
mediante el vector posicién OA . El plano indicado en el
gréfico es el determinado por OA 'y F.

Se define como Momento de la Fuerza F respecto al
punto O al producto vectorial de OA por F:

M, —OAATF

Es un vector perpendicular al plano de OA y F aplicado
en O.

Su sentido corresponde a la rotacién 0 a aplicarle a la
recta de accion de OA para llevarla a superponer con la
de F; este sentido coincide con el de la rotacién que la

Si el observador se ubica en el extremo de M, debe ver esta rotacién como antihoraria; se puede asi-

mismo establecer el sentido de M_O aplicando la regla de la ““mano derecha”.

El médulo o intensidad de E vale:

My=0OA .F.sen6=Fd

Donde:

d=0A .sen 6

es la distancia perpendicular del centro de momento O a la recta de accién de la fuerza F: se designa
Brazo de la Fuerza. La dimension del momento es por lo tanto una fuerza por una longitud y como uni-

dad se toman: kgm, kgcm, tm, tcm 6 Nm.
Para que M, sea nulo debe ser:

o bien:

d=0

Esto ultimo implica que la recta de accién de la fuerza pasa por el punto O.

Fisicamente el vector M, caracteriza la rotacion que la fuerza imprime al cuerpo, determinando: al eje de

rotacién por la recta de accién del vector, perpendicular al plano determinado por la fuerza y el punto
centro de momento; el sentido de rotacién por el sentido del vector; y la intensidad de la aceleracién an-
gular del movimiento de rotacién es proporcional al médulo del vector.

Si expresamos la F(X,Y,2) y el vector posicién OA ( X, Yy, z) por sus ecuaciones vectoriales y toman-
do el punto 0 (centro de momentos) como origen de coordenadas tendremos: (fig. 2.5)

El momento respecto a 0 valdra:

F=Xi+Yj+Zk
OA =x i_+yj_+zE
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k
T S . T ! y zZ) — |2 X| = | X Y|+
M, =0OAAF=[x y z + i+ k
Y Z Z X XY
XY Z

Llamando My; My; Mg las componentes rectangulares de E sera:
E= MX i_+ MY j_+ MZ E

y desarrollando los menores complementarios resulta

Mx=yZ-zY
My=zX-x7Z
Mz=xY-yX

expresiones que nos dan el valor de las componentes X, y, z del momento de una fuerza F respecto a un
punto O en funcién de las coordenadas del punto de aplicacién de la fuerza y de las componentes rectan-
gulares de ésta.

Si el centro de momentos B, no coincide con el origen de coordenadas (fig. 2.6), sera:

MB = ﬁ A ﬁ
con
BA = (Xa -Xg) 1+ (ya-ys) ]+ (za-zp) k

en donde las primeras coordenadas corresponden al extremo del vector posicién (punto de aplicacion de
la fuerza F, y las segundas al punto respecto al cual tomamos momento. Estas componentes serdn las que
debemos introducir en el determinante representativo del producto vectorial.-
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2.3.- MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN EJE.-

Sea (fig. 2.7), F[X,Y,Z] una fuerza, A(X,y,z) un punto de
su recta de accién y, Oe un eje pasante por el punto fijo O
cuyo versor es e . Se define como momento de la fuerza
respecto al eje Oe a la proyeccion, sobre dicho eje, del
vector momento de la fuerza respecto a un punto del eje:

M= My cos 0, = E X e

La dltima igualdad indica que al momento de la fuerza
respecto al eje también podemos definirlo como el pro-
ducto escalar del momento de la fuerza respecto a un

punto del eje, M_O , por el versor del eje e.

En funcién de las coordenadas rectangulares se tiene:

X y z
Mpe=M, x e=OAAFx e=| X Y Z

€ € €

X y z
Es evidente que se trata de una magnitud escalar cuya intensidad es de igual dimensién que el momento
respecto a un punto, (Fuerza x longitud ). Si el eje, Be, tuviese igual versor que Oe pero no pasase por O,
o sea que fuesen paralelos sera:

MBe= MBX E:ﬁ/\ﬁx g

Donde las componentes del vector posicion, BA, quedan dadas por la diferencia entre las coordenadas
del extremo, A, menos las del origen, B.

Generalmente para designar al momento de una fuerza respecto a un eje utilizaremos como subindice la
letra correspondiente a la direccién del eje, M., My, My, ..., dejando a un lado la indicacién del punto del
eje. Recurriremos a esto s6lo cuando haya posibilidad de confusién, o que por cualquier circunstancia se
requiera establecer los centros de momento, Mg, Mg., por no pertenecer O y B a un mismo eje, sino a
ejes paralelos.

La expresion que hemos dado del momento de una fuerza respecto a un eje es de cardcter matemadtico y
no nos da el significado fisico de esa magnitud. Para observarlo consideremos (fig. 2.8) un plano 7 pa-
sante por A, punto de aplicacién de F, y perpendicular al eje Oe; 7 corta al eje en el punto Q.-

Descompongamos la fuerza F en dos componentes tales que una de ellas, F, , sea paralela al eje Oe y la
otra, F,, esté contenida en el plano 7.

ﬁ = ﬁ] + F2
Por otra parte: OA = O_Q + Q_A

El momento de F respecto al eje vale:

M.= M, x e= OA A Fx €=(0_Q+Q_A)A( F+B)xe

Operando:
M.=OQAF x ¢+0QA Foxe+ QA A Fixe+QA A Fox e
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Recordando el parrafo final de 2.1, el triple producto
escalar es nulo cuando dos cualesquiera de los facto-
res son vectores paralelos, por lo tanto los tres prime-
ros términos del segundo miembro de la igualdad
anterior son nulos. Queda entonces:

M;@ A Ex e = ‘@‘ F, sen 6, cos 6. = F,d

En donde “d” esla dis_tancia grtogonal de Q a E
ycos 0. =1porser[ QAA F,] paraleloa e.

Una primera conclusién a que nos lleva esta expre-
sién es que solo produce momento respecto al eje Oe
la componente F; contenida en el plano T perpen-
dicular al eje, la componente F; paralela al eje no
produce momento respecto al mismo. F, hace rotar
el cuerpo alrededor del eje fijo, en cambio F,; tiende
a trasladarlo a lo largo del mismo. Esto nos permite
interpretar el efecto fisico del momento de una fuerza
respecto a un eje ya que, por la ley fundamental de la
mecénica aplicada a los movimientos de rotacién, el i g. 2.8

mismo es proporcional a la intensidad de la acelera-

cién angular de la rotacién que la fuerza imprime al cuerpo alrededor del eje.- En caso de existir disposi-
tivos que impidan la rotacion, el momento estdtico respecto del eje determina la intensidad de las fuerzas
reactivas que deben oponer dichos dispositivos para impedir la rotacion.

De la expresién obtenida:
M. =Fd

y como segunda conclusion podemos establecer que el momento de una fuerza respecto a un eje es el
producto de la componente F, contenida en un plano perpendicular al eje (o proyeccién de F sobre dicho
plano) por la distancia "d" de esa componente al eje, es decir al punto Q interseccion del plano 7 y el eje.

El momento respecto a un eje serd nulo cuando F, = 0 6 cuando d = 0; en el primer caso la fuerza F debe
ser nula o paralela al eje y en el segundo debe cortarlo. Concluimos que para que sea nulo el momento de
una fuerza respecto a un eje, éste y aquélla deben ser coplanares.

Finalmente de:
M.=QA A F, x e= F,d

establecemos que el momento respecto a un eje serd positivo si los vectores [Q_A A Fy ] y e tienen

igual sentido y negativo en caso contrario. Aplicando la regla de la "mano derecha" los vectores mencio-
nados resultan de igual sentido si el observador ubicado en la rama positiva del eje Oe ve que la fuerza
tiende a imprimir una rotacién antihoraria alrededor del eje, con lo que el momento respecto a este es
positivo. Con la regla de "mano izquierda" serdn en cambio positivos los momentos que originan fuerzas
que tienden a hacer girar al cuerpo en sentido horario, supuesto el observador en la rama positiva del eje.

Expresemos ahora el momento de una fuerza respecto a los ejes coordenados x ,y, z.- Vimos que el
momento de una fuerza F respecto a un punto O origen de los ejes, figura 2.5, es:

M,= OA A F=My i+My j+My k
donde My, My, My son las componentes X, y, z del vector M_O, cuyos valores se han obtenido en 2.2.
Para obtener el momento respecto a los ejes Ox, Oy, Oz debemos proyectar el vector M_O sobre dichos

ejes, para lo cual hay que multiplicarlo escalarmente por los versores i, J_, k de cada uno de los ejes; si
ademds recordamos las expresiones finales del apartado 2.2 tendremos:
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Mo = M, x i=My= (yZ - zY)

Moy = M, x j=My= (zX - xZ)

My, = M x k=Mz = (xY -yX)

Se observa que el momento de una fuerza F
respecto a uno de los ejes de coordenadas Ox, Oy
x  u Oz es, respectivamente igual a la componente

x,y o zdel M_O, momento de la fuerza respecto
al punto O origen de los ejes.-

Finalmente demostraremos (fig. 2.9), que si tomo
momento respecto a dos puntos cualesquiera del
eje y los proyecto sobre el eje obtengo valores
iguales, lo que significa que el momento de una
fuerza respecto a un eje es independiente del
punto del eje con respecto al cual se toma mo-
mento.- Se sabe que:

.9

M. = Ex e=OAAFx ¢

Por otra parte:

Mp.= Mgx e= BA A Fx e=(BO+0OA) A Fx ¢

MB5=% A EX €+ O_A A EX €=0+M05=Me

24.- PAR O CUPLA DE FUERZAS.-

2.4.1.- DEFINICION Y REPRESENTACION.-

Cuando dos fuerzas que actian sobre un mismo cuerpo son de igual intensidad, rectas de accién paralelas
y sentidos opuestos, constituyen un sistema especial
de fuerzas llamado Par o Cupla. (fig. 2.10)

La suma vectorial de las fuerzas del par es cero por
lo tanto la resultante de una cupla es nula.

Esto constituye una de las caracteristicas de este
sistema de fuerzas; otra consiste en que el momento
del par con respecto a cualquier punto del espacio
es constante.

Efectivamente tomando momento respecto a O:

M=0A AF+O0OBA(F
M=(OA -OB) A F

M=BA A F= AB A(- F)

Fig. 210
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Esta expresion se designa momento del par y es un vector perpendicular al plano definido por las rectas
de accién de las fuerzas del par, de sentido coincidente con el que define la rotacién que tienden a impri-
mirle al cuerpo y de intensidad:
M=BA .F.sen6=Fd
donde “d” es la distancia ortogonal entre las rectas de accién de ambas fuerzas, designada “brazo del par”.
Como la expresion:
M=BA A F

no depende del punto que hayamos tomado como centro de momento es evidente que su valor serd el
mismo para cualquier punto del espacio. Ademads serd también el mismo si varian simultdneamente la

intensidad de las fuerzas y las distancias entre ellas, siempre y cuando su producto Fd se mantenga cons-
tante, y que el plano que las contiene se mantenga paralelo a si mismo.

Fig. 2.1l

El par o cupla es entonces un sistema de dos fuerzas caracterizado por tener R = 0 y M = cte. # 0; su
efecto consistird en imprimirle al cuerpo sobre el que estd actuando una rotacién alrededor de un eje per-
pendicular al plano del par, de sentido dado por el sentido del vector M y de aceleracién angular propor-
cional a su médulo. Si el cuerpo no estuviese libre, la accién del par consistird en tender a imprimirle la
rotacién descripta originando reacciones en los enlaces o vinculos que lo ligan a otro u otros cuerpos.

Se deduce de lo expuesto que el vector momento de un par constituye un Vector Libre, que lo representa,
y que produce igual efecto sea cual fuese el punto del cuerpo en que se aplique. Al par de fuerzas pode-
mos desplazarlo paralelamente a si mismo en su plano y en el espacio, variando incluso la intensidad, la
direccién y la distancia entre las fuerzas siempre que su producto se mantenga constante. (fig. 2.11)
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2.4.2.- COMPOSICION DE PARES.-

Si se desea sumar dos o mds pares que actdan sobre un cuerpo, (fig. 2.12) se los traslada a un mismo
punto, A por ejemplo, y se los suma vectorialmente. El vector obtenido representa al par suma y da todas
sus caracteristicas.

. Fig. 212

2.4.3.- SISTEMA FUERZA-PAR .- COMPOSICION DE UNA FUERZA Y UN PAR.-

Sea una fuerza F aplicada en un punto O del cuerpo rigido; actia ademds sobre el cuerpo un parﬁ que
puede estar aplicado en cualquier punto del cuerpo, en particular en el mismo donde actia la fuerza F:al
conjunto se lo designa sistema fuerza par, (fig. 2.13). En general M y F aplicados ambos en O forman
un dngulo cualquiera. Pero vamos a considerar en particular, por ser de especial interés, el caso que los
vectores sean normales entre si. Consideremos ademds el plano T pasante por O, perpendicular a M y
que contendrd a F. En el plano @ tomamos un punto A situado a la distancia d = M/F de la recta de ac-
cién de F. En A se aplica un sistema nulo de dos fuerzas opuestas de igual intensidad y direccién que la
fuerza dada. El par formado por la fuerza F, aplicada en O, y la - F, aplicada en A, constituyen un par
opuesto al par M anuldndose entre ellos, restando sélo la fuerza F aplicada en A.

Se concluye que un sistema formado por un par y una fuerza ortogonales entre si, aplicados en un
punto 0, puede ser reducido a una tinica fuerza de igual intensidad, direccion y sentido que la dada y
actuante a una distancia d = M/F del punto de aplicacién dado. El punto A de aplicacién de la fuerza
Unica se ubica, respecto de 0, del lado que tienda a imprimir igual sentido de rotacién que el par.
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Inversamente, cualquier fuerza que actia sobre un punto A de un cuerpo rigido puede desplazarse a un
punto arbitrario O, si se agrega un par de momento igual al momento de F con respecto a O.

Finalmente se deja aclarado que si la fuerza Fyel par M no fuesen ortogonales el sistema fuerza-par
s6lo puede reducirse a dos fuerzas no coplanares

2.5.- SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS NO CONCURRENTES.-

2.5.1. REDUCCION DE SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS.-

Sea un sistema gausso de fuerzas, F,, F,y F; aplicadas en los puntos A;, A, A; de un cuerpo rigido y
sea O un determinado punto del mismo tomado como origen de coordenadas.- La secuencia de equivalen-
cia de sistemas de fuerzas que se explica a continuacion, se desarrolla en la figura 2.14.-

Se aplican en O tres sistemas nulos: ( E y- ﬁl ), ( E y- E ), ( E y - E).— La fuerza ﬁl actuante en
A, yla fuerza - F, aplicada en O forman un par de momento:

M,=0A; A F,
que las reemplaza y cuyo vector representativo serd perpendicular a la fuerza F, aplicada en O.-

Resulta asi el sistema fuerza parﬁ 1 ﬁl aplicado en O. En forma similar se obtienen los sistemas de
fuerza par M ,, F, y M3, F; de elementos ortogonales y aplicados en O.-

Sumando las tres fuerzas E s E y E aplicadas en O :
R= ﬁ1+ ﬁ2+ E= X E
que se designa resultante de reduccion o también fuerza-suma del sistema.

Sumando los tres pares aplicados en O :

Mg = M1+M2+M3 = Z Mi=Z(O_Ai A E)

que se designa momento resultante o momento-suma del sistema de fuerzas dado respecto a O.-

Se comprende ficilmente que R y Mg no son en general perpendiculares entre si.-La reduccién efec-
tuada puede hacerse para cualquier sistema de fuerzas espaciales en su forma mds general. Es decir que
un sistema cualquiera de fuerzas puede siempre ser reducido a un sistema par-fuerza aplicado en un
punto del cuerpo rigido elegido a discrecion .-
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La resultante de reduccién y el momento resultante pueden ser expresados analiticamente en funcién de
sus componentes rectangulares:
R=Xi+Y j+Z k

_R —_— — —
Mo= M5 i+ ng j+My, k

En donde ng se lee: componente x del momento resultante respecto al punto O; en forma similar se

leen las otras componentes.- Si las fuerzas del sistema se expresan también en componentes rectangulares
se tendrdn seis ecuaciones escalares: tres ecuaciones de componentes rectangulares de fuerzas

X=Y X;=Y Ecosb;
ﬁzz Fi = Y=Y Y, =) Ecosb,
Z=Y 7,=) Ecosb,

y tres ecuaciones de momento donde, por sencillez de nomenclatura, suprimimos el subindice genérico i,
indicativo de la fuerza y de su punto de aplicacién, ya que es evidente que las sumas se extienden a todas

las fuerzas que componen el sistema.- En ellas, Z M se lee suma de los momentos de todas las fuerzas

del sistema respecto al eje x; de igual modo se lee para los otros ejes.-

Mgy =Y My =) (yZ-zY)
M?:ZMFZ(EAE) = M§y=ZMY=Z(zX—xz)
Mg, =Y M, =) (xY - yx)

Las componentes X, Y, Z representan, respectivamente, las sumas de las componentes X;, Y;, Z; de las
Jfuerzas dadas y miden la tendencia del sistema de fuerzas a impartir al cuerpo rigido un movimiento de
traslacion en las direcciones x, y 6 7 respectivamente.

Similarmente, las componentes M, ng , M3, representan las sumas de los momentos de todas las

Juerzas dadas con respecto a los ejes x, y, z respectivamente, y miden la tendencia del sistema a impar-
tir al cuerpo rigido un movimiento de rotacion alrededor de los ejes x, y 0 z.

. . . . . =5 . xR . .
Si se desea encontrar la intensidad y direcciéon de Ry Mo , pueden calcularse utilizando sus respectivas
componentes X, y, z mediante las férmulas vistas con anterioridad:

—R 2 2 2
R=VX*+Y? +7? Mo=\/ng +M§,” + Mg,
idem para los cosenos directores de ambos vectores.

Siguiendo igual procedimiento que el explicado para el punto O, reduzcamos, (fig. 2.15), el sistema de
fuerzas respecto a otro punto del cuerpo, Q por ejemplo. La resultante de reduccion sera:

R= ﬁ1+ ﬁ2+ E‘;=Z ﬁ]

que es un vector igual al obtenido para el punto O; sélo se distingue por el punto de aplicacién. Se llegaria
al mismo resultado si se tomara cualquier otro punto como centro de reduccidn, por ello a la resultante de
reduccion se la llama “primer invariante o invariante vectorial del sistema de fuerzas”.
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El momento resultante sera:

Mo=Y Mo= L (QA A F)

que es distinto al momento resultante respecto a O ya que cambian los vectores posicion de todas las
fuerzas.

Fig. 2.15

Operando y recordando que las sumatorias se extienden a todas las fuerzas del sistema, sera:

Mo=Y(QA AF)=Y[(Q0 +0A) AF]=Y(Q0 A F)+Y (OA A F)
Observando que Q_O es factor comtin; y como Y, F=R y X ( OA A ﬁ) = ME tenemos:

—R = — —R
Moe=QO A R+ Mo

Esta expresion permite obtener importantes conclusiones, y nos dice que el momento resultante de un

sistema gausso de fuerzas respecto a un punto Q cualquiera del cuerpo es igual a la suma del momento

resultante respecto a otro punto O del mismo mds el momento de la resultante de reduccion R, aplica-
da en O, respecto a Q.

2.5.2.- INVARIANTE ESCALAR.-

Efectuamos el producto escalar de la resultante de reduccién por el momento resultante respecto a Q:
—R = — = —R = — = = —R = —R
Rx Mg = Rx(QO AR+ Mop)= RxQO AR+ Rx Mo= Rx Mop=1

El resultado obtenido para Q se repetird con cualquier otro punto, lo que permite expresar que el producto
escalar de la resultante de reduccién de un sistema de fuerzas por su momento resultante es invariable sea
cual fuese el centro de reduccién que se adoptase. Por eso se lo llama “segundo invariante o invariante
escalar del sistema de fuerzas*.

Se puede completar esta conclusién desarrollando los productos escalares:
= —R —R
Rx Mqg=Rx Mo
R.Mgcos §) = R.Mgcos 0q

- —R_ —R
en donde 6, y ¢ son los dngulos formados entre R y los momentos resultantes Moy Mq

M cos 8y = .Mgcos 0q
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Los dos miembros de esta igualdad representan la proyeccion de los vectores momento resultante res-
pecto a Oy Q sobre la direccion de la resultante de reduccion y se deduce que esa proyeccion es igual
para cualquier otro punto que se adoptase como centro de reduccion del sistema de fuerzas.

2.5.3.- EJE CENTRAL.-

Al variar el centro de reduccion de un determinado sistema de fuerzas, la resultante de reduccién se
mantiene invariable, en cambio el momento resultante varia en intensidad y direccién manteniendo inva-
riable su proyeccion sobre la direccién de aquélla. Se concibe que habrd puntos para los cuales coincidirad
la direccién de ambos vectores es decir que el dngulo 0 valdra 0° 6 180° : El lugar geométrico de los
puntos para los cuales el momento resultante es de direccién coincidente con la resultante de reduccion se
llama “eje central o eje de momentos minimos” del sistema de fuerzas y es una recta coincidente con la
recta de accién de R, como se indica en la (fig. 2.15).

El sistema par-fuerza correspondiente a los puntos del eje central se llama “forsor o tornillo de fuerzas” y
representa un sistema constituido por una fuerza que traslada al cuerpo segin su direccién y un par (que
actda en un plano ortogonal a aquélla) que lo hace rotar alrededor de la recta de accién de la fuerza. Se
produce un movimiento helicoidal y se aplica en dindmica en el estudio del movimiento de un cuerpo
rigido concebido como una sucesién de movimientos helicoidales tangentes.

2.5.4.- TEOREMA DE VARIGNON GENERALIZADO.-

Recordemos que fodos los sistemas de fuerzas pueden ser reducidos a un sistema fuerza-par equiva-
lente aplicado en cualquier punto del cuerpo, constituido por la resultante de reduccion (invariante) y
el momento resultante (variable punto a punto). En muchos casos, ésta no es la ultima reduccién posible
siendo factible reducir el sistema a un Unico elemento: un vector momento libre, que es el caso de las
cuplas, o una unica fuerza llamada resultante del sistema. Nuestra finalidad es determinar en que sistemas
esto es posible y que caracteristica comtn presentan.

Analicemos la ecuacién obtenida en 2.5.1:
—R — —R
Mqg= QO AR+ Mo
Observando siempre la fig. 2.15 vemos que el primer miembro representa el momento resultante del sis-

tema respecto a Q 6 sea la suma de los momentos de todas las fuerzas del sistema respecto a Q. En el

. R .. . .o . . =
segundo miembro M o tiene igual significado pero referido a O, y el término QO A R representa el mo-
mento de la resultante de reduccién, aplicada en O, respecto a Q. Si suponemos que el sistema de fuerzas
es tal que pueda reducirse a una unica fuerza y que O sea un punto de ella, la resultante de reduccién se

. —R ..
transformara en la resultante del sistemay Mo serd igual a 0.
Se tiene entonces que:
_R — —
Mg= QO A R

o sea que si un sistema de fuerzas puede reducirse a una tnica fuerza resultante se cumplird que la
suma de los momentos de todas las fuerzas del sistema respecto a un punto cualquiera Q es igual al
momento de la resultante del sistema respecto a ese mismo punto Q.

Esto constituye el teorema de Varignon en su forma mds general y es vdlido para todo sistema de fuerzas
que pueda reducirse a una Unica fuerza; ellos son:

1. Los sistemas de fuerzas concurrentes ya que ni las fuerzas componentes ni la resultante producen

. —R =
momento respecto al punto de concurrencia 0: Mo=0, R=#0.-

2. Todos los sistemas para los cuales la resultante es normal al momento resultante (apartado 2.4.3.).
Esta condicién se cumple en los sistemas planos de fuerzas y en los sistemas de fuerzas paralelos, y
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se caracteriza matemdticamente porque su invariante escalar, I = Mg x R =0 ya que el dngulo en-
tre Ry M vale 90° y tiene nulo su coseno. Por tener los vectores momentos igual direccion en los
sistemas planos se aplica Varignon escalarmente, en cambio en los sistemas espaciales concu-
rrentes y paralelos debe aplicarse vectorialmente.

2.5.5.- EQUILIBRIO DE SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS.-

Se ha visto que cualquier sistema de fuerzas puede ser sustituido por otro sistema equivalente constituido
por una fuerza y un par tales que:
R=)F

Mo =Y Mo=Y (OA A F)

Se ha visto ademds que por el tercer principio de la Estitica, para que un punto material o particula se
encuentre en reposo bajo la accion de un sistema de fuerzas es necesario que la resultante de las mismas
sea nula. Decir que la particula estd en reposo significa que las traslaciones que podria experimentar en
las direcciones de los tres ejes X,y,z son nulas. Para que el cuerpo rigido esté en reposo, no es suficiente
que sean nulas las traslaciones segun X, y, z, pues existe la posibilidad de que el cuerpo gire alrededor de
esos ejes. Para que esto no suceda tendrd que ser nulo el momento resultante del sistema de fuerzas res-
pecto de cualquier punto del plano.

Por lo tanto la condicién requerida para que un cuerpo rigido libre esté en reposo, consiste en que el
sistema de fuerzas que sobre él actiia se reduzca a un sistema fuerza-par nulo respecto a cualquier
punto del espacio. Decir que el cuerpo se encuentra en reposo bajo un determinado sistema de fuerzas
significa que éste estd en equilibrio.

La condicién formulada se expresa vectorialmente con las siguientes ecuaciones:

R=Y F=0 (1)
Mo =X M, =0

0 por seis ecuaciones escalares:

X=YX=0 LXi=0
Y=XY;=0 LY;i=0
Z=02=0 o simplemente L2=0
ng=): M, =0 Y M,=0 Q)
MS, =X My=0 Y M=0
Mg, =X M,=0 Y M,=0

Estas ecuaciones expresan que para que un sistema de fuerzas espaciales cualesquiera se encuentre en
equilibrio es condicion necesaria y suficiente que las sumas de las proyecciones de todas las fuerzas
sobre los tres ejes Ox, Oy, Oz sean nulas, y que las sumas de los momentos de todas las fuerzas con
respecto a esos mismos tres ejes sean también nulas.

En las (2 ) se pueden sustituir las tres condiciones de suma de componentes de fuerzas por tres condicio-
nes de momentos respecto a otros tres ejes u, v, w

Y M, =0
Y M, =0
Y M,=0
Y M, =0 (3)
Y M,=0
Y M, =0
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El cumplimiento de estas seis ecuaciones alternativas es condicién necesaria de equilibrio pero, para ser
suficiente debe verificarse geométricamente que no existe recta alguna que intercepte a los seis ejes. Si
existiese una recta que interceptase a x-y-z-u-v-w el sistema de fuerzas puede ser tal que admita una re-
sultante segun la direccion de esa recta. En este caso las seis ecuaciones de nulidad de momento ( 3 )
estarian satisfechas, pero podria existir una resultante, R # 0, y el sistema no seria nulo.-

En muchos problemas resulta conveniente plantear las condiciones de equilibrio del cuerpo rigido en
forma vectorial a partir directamente de las ( 1 ), donde expresamos las fuerzas F y los vectores posicién

OA por medio de sus componentes rectangulares y de los versores de los ejes de coordenadas. En segui-
da efectuamos los productos vectoriales, ya sea directamente o por determinantes. Escribimos entonces:

R=Y F=Y(Xii+Y;j+Z k) =0

Mo=Y (OA A F)=Y[(xii+yi j+z k) AKX i+Y;j+Z k)]

o bien
i
Mo =Y (OA A F)=Y | x
X

0

»-< (O
N ~§N =
1]

Igualando a cero los coeficientes de los versores f J_, k en cada una de las dos ecuaciones anteriores
obtenemos las seis ecuaciones escalares buscadas.

2.5.6.- DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN EL ESPACIO.-

Los principales problemas posibles y determinados que se presentan son:

1°.- Descomposicion de una fuerza F en tres componentes con rectas de accién dadas, que se
cortan en un punto de F. Este problema fue tratado en el apartado 1.6.-

2°- Descomposicién de una fuerza F en seis componentes con rectas de accién dadas, que
cumplen la condicién de no ser interceptadas por una misma recta. Este tema serd tratado para la
determinacion de reacciones en el espacio: se determinardn las seis equilibrantes de una fuerza en el
espacio que, como se sabe, se diferencian de las componentes sélo en el signo.

2.6.- SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS PARALELAS.-
2.6.1.- REDUCCION DE SISTEMAS DE FUERZAS PARALELAS.-

Sea (fig. 2.16), un sistema espacial de fuerzas cuyas rectas de accién son paralelas a una determinada
direccién, el eje Oy en nuestro caso. Tanto las componentes x como las componentes z de estas fuerzas
serdn nulas; serdn nulos también sus momentos respecto a dicho eje ya que son coplanares con él.

Por lo tanto las ecuaciones de reduccién expresadas en 2.5.1. quedan de la siguiente forma:

X=YX;=0

R=YF = |Y=YY=YF

2=Y7 =0
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M, =L M=X (yZ-2Y)=-LzF
_R — J—
Mo=)YO0A A F ng =
MSZ=ZMZ=Z(XY-yX)=ZXF
nf3
F F
Al y A2 y y

] As
| 2 A -

AL fe S A" 4%7 R
| = = "4 = 1
| A )
} / s } //
I % % Z/Nﬁ/—j/\/ % | ﬁ/:, N

R N ok 7]
z z ME\ \ 2
Fig. 2.16
Quedan sdlo tres ecuaciones escalares:
R=YF
Mg, = ¥ Mx
Mgz= ZMZ

Estas ecuaciones expresan que:

I)-

2)-

3)-

La

La intensidad y el sentido de la resultante del sistema quedan dados por la suma de las intensida-
des de todas las fuerzas del sistema.

La componente “x”’ del momento resultante respecto al origen O es la suma de los momentos de
todas las fuerzas respecto al eje O, perpendicular a ellas.

La componente “z” del momento resultante respecto al origen O es la suma de los momentos de
todas las fuerzas respecto al eje O, perpendicular a ellas.

primera de estas ecuaciones determina la intensidad y sentido de la resultante del sistema cuya direc-

cién es la de las fuerzas constitutivas. Las dos ecuaciones restantes permiten calcular las coordenadas xn
, zn del punto N de interseccidn de su recta de accién con el plano xz.- La posicién graficada para este
punto en la figura 2.16 es supuesta: queda sujeta a la verificacién que se verd mds abajo.-

— —R . . L.
Recordemos que por ser R L Mo el sistema de fuerzas paralelas puede reducirse a una tnica fuerza, la

res

ultante del sistema.- Es aplicable el teorema de Varignon y, dado que los vectores momento de las “i”

fuerzas del sistema no son colineales, debemos plantearlo en forma vectorial de donde surgirdn las ecua-
ciones escalares de aplicacidn.

Mo=ON A R

. = . =R ..
poniendo Ry Mo en funcién de sus componentes rectangulares:

ME i+MS k=(xyi+zw k) ARG

ng i_+ Mg7 E=XNR E-ZN Rl_

para que se cumpla esta igualdad debe ser:
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+ TM§ = YMx=-2y R In= —% (1)
+TM§ =Y Mz=xy R XN = % ()

Estas expresiones se cumplen si se adoptan como positivos los momentos antihorarios; si se adoptase
la convencion +. (momentos horarios positivos) valen esas expresiones con los signos cambiados.

Las ecuaciones obtenidas, ) Mx=-zyR y XY Mz =xy R, expresan escalarmente el teorema de Va-
rignon para sistemas espaciales de fuerzas paralelas y establecen que el momento de todas las fuerzas del
sistema respecto a los ejes “Ox” y “Oz” son respectivamente iguales al momento de la resultante res-
pecto a cada uno de ellos.- Aplicando esto verifiquemos, en forma directa y objetiva, si en la fig. 2.16
(primero y tultimo gréficos) el sentido supuesto para Ry la posicién asignada al punto de aplicacién N
(con xy > 0y zy < 0) son correctos.

Evidentemente siendo todas las fuerzas de sentido positivo, el sentido supuesto a la resultante también es
positivo. De igual manera, si nos ubicamos en el extremo positivo del eje z, el momento de R es antihora-
rio como la suma de los momentos de las fuerzas F2 y F3 lo que nos indica que la abscisa xy , supuesta
positiva es correcta.- En cambio ubicdndose el observador en el extremo positivo del eje x se observa que
el momento de R es antihorario no coincidiendo con la suma de los momentos horarios de las fuerzas
FiyFa.-

Esto nos dice que si bien el sentido de R ha sido supuesto correctamente, la ordenada zy de su punto de
aplicacion no puede ser negativa (atrds del plano xy) pues N se ubica en el primer octante con zy> 0.-

Alternativamente se puede reducir el sistema en forma directa: de la expresion R = ) F; se obtiene R
en intensidad, direccion y sentido.- Luego, aplicando el teorema de Varignon, se iguala el momento de
la resultante respecto al eje “x’ y al eje “2” con la suma de los momentos de todas las fuerzas del
sistema respecto a esos mismos ejes, y se obtiene la posicion de uno de sus puntos, N.- Efectivamente:

M

+.J ZNR=ZMX= F1Z1+F2Z2>0 . N = %>O
M

+ XNR=ZMZ=-F2X2—F3X3<O K XN=-—ZRZ>O

(La diferencia de signo con las (1) y (2) se debe al cambio de convencién: los resultados no varfan).-

2.6.2.- EQUILIBRIO DE SISTEMAS DE FUERZAS PARALELAS.-

Si al sistema de ecuaciones de reduccion que hemos establecido en 2.6.1. le imponemos la condicién
general de equilibrio:

R=0 y Y Mo=0

resulta necesario y suficiente para que un sistema espacial de fuerzas paralelas se encuentre en equilibrio
que se cumpla que:

R=Y F=0 YF=0
Mg, =X Mx=0 o0 sucintamente YMx=0
Mg, =X Mz=0 YMz=0
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2.6.3. - DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN TRES PARALELAS.-

(ST}

Sea, (fig. 2.17), una fuerza R paralela al eje “y” ; queremos descomponerla en tres fuerzas E s E s E
cuyas rectas de accién no son coplanares, pero las tres son paralelas a la de R.-

Sean N (XN, YN>Zn)s A1 (X1,¥1,21),A2(X2,Y2,22) YA; (X3, Y3, 2Z3 ) puntos de las rectas de accion
de la resultante y de las tres componentes. Las tres ecuaciones de reduccién obtenidas en 2.6.1. :

R=) F

MSX=ZMX= -ZNR

MSZ=ZMY=XNR

nos permiten resolver el problema. A tal efecto las desarrolla-
mos aplicando el teorema de Varignon suponiendo positivos los
sentidos de las fuerzas, los puntos indicados ubicados en el
primer octante y adoptando como positivos los momentos anti-
horarios:

+ R=F +F +F X
+_T - ZNR = - Z1F1 -7 FZ' Z3 F3
+_T xnR = X Fi+ xo Fo+ x5 F3 z

Fig. 217

que nos brinda un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas, F; , F, , F5 que nos da la solucién tnica
del problema.

En caso de que el sentido de la resultante o las coordenadas de los puntos de aplicacién de las incognitas
no coincidieran con el sentido u octante supuestos, los signos correspondientes deben introducirse en las
ecuaciones anteriores. Si los resultados son positivos los sentidos asignados a las incégnitas son correc-
tas, debiendo cambiarse en caso contrario. Evidentemente, si tenemos confusion en la memorizacién de
las ecuaciones escalares de reduccidn, el problema se puede resolver directamente tomando la resultante
con su verdadero sentido; con sentidos supuestos las incognitas, y los puntos de aplicacién de éstas en su
posicién en el espacio. Aplicando Varignén, ubicdndonos en los extremos positivos de los ejes Ox y Oz
para la toma de momentos, y utilizando la primer ecuacién R = F, + F, + F5, tendremos las tres ecuacio-
nes que nos resuelven el problema.

2.7.- SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS NO CONCURRENTES.-

En muchas obras de ingenierfa se utilizan estructuras cuyos largo y ancho son mucho mayor que el espe-
sor y que frecuentemente poseen un plano de simetria paralelo al largo y ancho, ubicado a mitad del espe-
sor. Las fuerzas o cargas a que se hayan sometidas, estdn distribuidas simétricamente respecto a dicho
plano, de forma tal que la resultante de cada par de fuerzas simétricas a uno y otro lado del mismo
actian en él. Armaduras, vigas, pdrticos, arcos, etc., son ejemplos de este tipo de estructuras.

Para el estudio de la estdtica a estas estructuras se las considera rigidas, se las designa con el nombre de
CHAPAS RIGIDAS y se las define como un conjunto o sistemas de particulas rigidamente unidas
entre si ubicadas en un mismo plano, de forma indefinida ya que representan simbolicamente a diver-
sos tipos de estructuras planas, y sometidas uinicamente a fuerzas que actian en su plano. Tomaremos
los ejes x e y coplanares con la chapa y el eje z perpendicular a ella.
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Sea S una chapa sometida a una fuerza F de las caracteristicas expresadas (fig. 2.18), aplicada en un
punto A y tomemos en O el origen de coordenadas. La fuerza F poseerd sélo las componentes X e Y ya
que Z = 0 ; las coordenadas de A serdn x e y pues z = 0. El vector posicién OA serd también coplanar y
sus componentes quedan dadas por las coordenadas del punto A.
El momento de la fuerza ﬁrespecto al punto O sera:

M, =0A A F
de intensidad

Mo=0OAF.sen0=F.d

y de direccién perpendicular al plano xy. Es decir que la
recta de accién del vector M serd el eje z que intercepta a

la chapa en el centro de momento O en este caso.- Cual-
quier otra fuerza actuante tendrd por momento con respecto
a O un vector de igual recta de accién, y s6lo serd necesario
establecer su intensidad y sentido para que esté perfecta-
mente determinado.

Por ello, cuando se trata de sistemas planos de fuerzas los
momentos de las fuerzas quedan determinados indicando el
centro de momento, la intensidad y el sentido. Esto se ob-
Fig. 2.18 tiene expresando la intensidad Mo y un arco de circunfe-
rencia de centro en O orientado en el sentido de la rotacién

que la fuerza tiende a imprimir a la chapa alrededor de O.

En funcién de las componentes rectangulares de la fuerza y del vector posicion, el momento sera:

i
- —  _ Xy
M, = OA A F= =

k={xY-yX} k
XY‘ {x y X}

»-<'\<u.
S o =

X
X

M0=MZ =XY—yX

Como para todas las fuerzas sus momentos son vectores paralelos, la suma vectorial tiene por médulo un
valor igual a la suma escalar de los médulos de los vectores sumando. Se concluye que al trabajar con
sistemas planos de fuerzas es posible y conveniente operar con valores escalares.

De acuerdo a la terna de ejes adoptados y a la regla de la mano derecha resulta positivo el momento de
las fuerzas que tienden a producir rotacién antihoraria y negativo para una rotacioén horaria.-Si hubiera
que precisar el sentido del vector momento recuérdese que para esta convencion la rotacién antihoraria

define el sentido de un vector que sale del plano del papel hacia el ojo del observador.

Frecuentemente se opera tomando como positivo el correspondiente a rotacion horaria, regla de la mano
izquierda. Para evitar confusién adoptaremos la préctica de indicar con los simbolos

+T 0 +

la convencién que se aplica. Esta indicacién se coloca a la izquierda de la operacidn que se practica.-

2.7.1.- REDUCCION DE SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS.-

Si se reduce un sistema plano de fuerzas que actia sobre una chapa (fig.2.19), al origen O de los ejes X e
y partiendo de las ecuaciones generales de reduccién , se tiene:

X=YX,
R=YE=Xi+Yj Y=YY,
2=Y7,=0
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R R Mg X =L MiX =0 por ser coplanares fuerzas y eje
Mo =} OAiAF; = Mo con Mgy =X M| = 0 por ser coplanares fuerzas y eje
Mg, =L M;= LY -yX)

El sistema queda entonces expresado por tres ecuaciones escalares

X=ZXi
Y=2Yi
M(1§=ZM:)=ZFi di=Y xY; -y; Xi)

Nos dicen que:

e Las componentes X e Y de la resultante de reduccion de un sistema plano de fuerzas son iguales a
las sumas de las componentes rectangulares respectivas X;e Y; de todas las fuerzas del sistema.-

e El momento resultante respecto a un punto cualquiera del plano de ese sistema de fuerzas es igual
a la suma de los momentos de las “ i ““ fuerzas del sistema respecto al mismo centro de reduccion.-

5, SR . . .
Perocomo R 1 Mo, lareduccién enunciada no es la ultima que puede efectuarse ya que sabemos que
en estos casos se puede llegar a una Resultante uinica si se determina la posicion de la recta de accién

para la cual ME =Y MiN =0 . Para ello si aplicamos en N un sistema nulo, Ry (- R) a una distancia
d= Mg/ R, se tendrd el par formado por R (aplicada en O) y — R (aplicada en N) que se anula con

M, quedando sélo R aplicada en N.

Considerando que la resultante R estd aplicada en N (punto genérico de coordenadas Xy € yn), sustitu-
yéndola por sus componentes X e Y se toman momentos con respecto a O; por Varignon se obtiene:

+_T XNY'YNX=ZMi0=Z(XiYi'YiXi)

que es la ecuacion de la recta de accion de la resultante. Se determinan dos puntos de la misma si se
dan dos valores cualesquiera a xy y se calculan las yy correspondientes.

Muy simple resulta también determinar las coordenadas en el origen de esta recta de accion.- Calcula-
mos con las expresiones anteriores X, Y, ) Mi0 : con las dos primeras se calcula R y 0 faltando solamente

[T} [T

determinar la posicién de su recta de accién.- Sean H y K las intersecciones de los ejes “x” e “y” con la
recta de accién de la resultante, fig. 2-19; asignamos signo a la abscisa de H (xy) y a la ordenada de K
(yx) lo que implica ubicar la recta de accién de la resultante.- Situamos las componentes X e Y de R
primero en H y luego en K, figura 2.20, y aplicamos Varignon en ambas posiciones. Como se conoce en
valor y signo ¥ My' los signos resultantes de xy e yk nos diran si los asignados son correctos o erréneos.

A M
+_T XHY=Z Mb Xy = —Z Y
Y
i Mi
+_T yKX=ZM0 szzYO
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fig. 2.20
2.7.2.- EQUILIBRIO DE SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS.-

Un sistema plano de fuerzas puede siempre reducirse a un sistema fuerza-par con respecto a cualquier
punto del plano, en particular al origen O de coordenadas. Al variar el centro de reduccion o sea el punto
en que se aplica el sistema fuerza-par, la equivalencia con el sistema de fuerzas dado requiere que la fuer-
za se mantenga constante y que el par varie de punto a punto.

Para que la chapa sobre la que actian las fuerzas se mantengan en reposo es necesario y suficiente que el
sistema fuerza-par equivalente sea nulo independientemente del centro de reduccién que se considere. Las
ecuaciones generales de equilibrio.

R=Y F=0 Mo=Y Mo=0

Se expresan escalarmente para los sistemas planos por tres ecuaciones, de acuerdo a lo visto en 2.7.1. :

X=YX;=0 LX; =0
Y=YY =0 o simplemente YY, =0
M§ =XMj=Y Fdi=0 Y Mj=0

que establecen como condicion necesaria y suficiente de equilibrio que sean respectivamente nulas las
sumas de las componentes o proyecciones de todas las
.1 g,

fuerzas sobre los ejes ''x'" e ''y", como asi también la suma
de sus momentos respecto a cualquier punto del plano.

Para el esquema de la figura 2.21 las condiciones de equili-
brio serdn:

ZXi =0
LY, =0
Y Mi=0

Sistema de tres ecuaciones que permite determinar tres in-
cognitas cualesquiera que pudiesen existir en el sistema de
fuerzas. Estas incégnitas son generalmente las intensidades
y/o direcciones de las fuerzas reactivas que se expresan me-
diante sus componentes X € y.

Se puede plantear la nulidad de la suma de momentos con respecto a otro punto del plano: ZMiB =0.

Pero no es una ecuacién independiente ya que no expresa una condicién de equilibrio distinta a la estable-
cida por la nulidad del sistema fuerza par para cualquier punto de la chapa donde actuase.

Esta expresion, Y, My =0, no permite resolver una cuarta incégnita sino que constituye una ecuacién de
cumplimiento necesario y que podemos utilizar como alternativa para verificacién de las operaciones de
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célculo: con tres de las cuatro ecuaciones planteadas determinamos los valores de las incdgnitas y con la
cuarta verificamos los resultados. Es conveniente la sustitucién de condiciones de suma de componentes
por suma de momentos por cuanto permiten el planteo de ecuaciones tales que, eligiendo adecuadamente
el centro de momentos, presentan una sola incognita que se despeja en forma inmediata.-

El cumplimiento del sistema [ ), X;=0 ; Y Y;=0,; ), MiA =0 ] es condicion necesaria y suficiente
de equilibrio.-

En cambio el cumplimiento del sistema [), X;=0; ), MiA =0;Y MiB = 0 ] es condicion necesaria pero
no suficiente ya que podria existir una resultante R#0 pasante por A y por B, en cuyo caso, si los
puntos A y B son tales que la direccién por ellos determinada fuese perpendicular al eje de proyeccién, se
cumpliria la nulidad del sistema de ecuaciones al ser nula la proyeccién de esa resultante sobre el eje

x", y nulos los momentos respecto a los puntos A y B.- Por lo tanto los centros de momentos A'y B
deben seleccionarse evitando que la recta por ellos determinada sea normal al eje de proyeccion.-

Otro grupo alternativo de ecuaciones es: [ ), MiA =0; % MiB =0; Y MlC = 0 ] siempre que los pun-
tos A, By C no estén alineados. Si lo estuviesen podria existir una resultante R distinta de cero que pasa-
ra por los tres puntos la cual cumplirfa las ecuaciones de equilibrio, sin que el sistema lo estuviese.- Por

ello se puede sustituir las dos condiciones de suma de componentes por suma de momentos respecto a
otros puntos si los centros de momentos A, B y C adoptados no estdn situados sobre una recta.-

2.7.3.- CASOS PARTICULARES DE EQUILIBRIO EN EL PLANO.-

Es conveniente analizar particularmente las condiciones de equilibrio de sistemas de dos y tres fuerzas
pues se obtienen caracteristicas de los mismos que resultan de utilidad en muchas aplicaciones.

Se vio que para que dos fuerzas estuviesen en equilibrio era necesario que fuesen opuestas, es decir de
igual intensidad, recta de accion coincidente y sentidos contrarios. Verifiquemos estas caracteristicas
aplicando las ecuaciones de equilibrio. o —

_ F Fa
Sea una chapa, fig. 2.22 sobre la que actian sélo dos fuerzas F,
y F» aplicadas en los puntos A y B de la chapa. Para que se
cumpla la ecuacién Y, My = 0 la recta de accién de F, debe
pasar por A, y como estd aplicada en B coincidird con la recta
AB.

Si se plantea la ecuacién Y, Mg = 0 se concluye que la recta de
acciéon de F; también es coincidente con AB y consecuente-
mente con F,

Finalmente haciendo coincidir AB con el eje x al aplicar la
ecuacion ), X; se deduce que las intensidades son iguales y los
sentidos contrarios.

El otro caso es aquél de una chapa sometida a la accién de tres
fuerzas o, de manera general, una chapa rigida sometida a la
accion de fuerzas que acttian sélo en tres puntos, fig. 2.23

Fig. 2.23

Consideramos la chapa rigida sometida a un sistema de fuerzas que puede reducirse a tres fuerzas Fj, F,
y F; actuando respectivamente en los puntos A, B y C. Se demostrara que si la chapa se encuentra en
equilibrio, las rectas de accion de las tres fuerzas deben concurrir o ser paralelas.

Como la chapa estd en equilibrio la suma de los momentos de E, E y E respecto a cualquier punto
debe ser cero.- Si se toma momentos respecto a D interseccién de dos de ellas, F;y F, en este caso, para

que se cumpla que Y Mp =0 la recta de accién de F; también debe pasar por D.-
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Si las fuerzas F, y F, fuesen paralelas se interceptarian en el punto impropio de esa direccion, por el que
también pasard F;: serd paralelaa F;y F,.

2.8.- REDUCCION Y EQUILIBRIO GRAFICOS DE SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS.-

2.8.1.- POLIGONO DE RESULTANTES SUCESIVAS.-

Sea, fig. 2.24, el sistema plano
de fuerzas F,, F,, F;, F, que
actian en los puntos Aj, A,
Aj, A4, de una chapa rigida. Se
construye el poligono de fuer-
zas en el orden indicado de
izquierda a derecha a partir de
un punto O cualquiera del
plano de las fuerzas: uniendo el
origen de la primera fuerza con
‘ el extremo de la ultima se ob-

F‘Q‘ c.ca tiene un vector representativo
de la resultante del sistema. Si unimos O con el extremo de cada una de las fuerzas obtenemos los rayos
1, 2, 3, 4 que, respectivamente, constituyen los valores representativos de las resultantes parciales si-
guientes:

Ri=F
R=F+F _
R1,3= E] + Ez+ F3

R1_4= F1+ F2+ F3 + ﬁ4

Se observa que cada uno de estos lados constituyen el vector representativo de la resultante de las fuerzas
situadas a su izquierda, es decir de las resultantes sucesivas de las fuerzas del sistema consideradas de
izquierda a derecha. Sabemos que en las intersecciones de

F, con F, punto A, estd aplicada R

R con Fs, punto B, esta aplicada R

I_{1,3 con E , punto C, estd aplicada §1,4

El poligono formado por las rectas de accion de estas resultantes parciales designadas I-II-III-IV, se llama
poligono de resultantes sucesivas. Toda esta construccién debe efectuarse tomando longitudes y fuerzas a
escala.

No siempre se puede construir el poligono de resultantes sucesivas ya que los puntos A, B, C frecuente-
mente no caen dentro de los 1imites del dibujo. Por esto, su uso se limita en la préctica a la determinacién
gréfica de la resultante de los esfuerzos internos de arcos sometidos a ciertos sistemas de fuerzas.-

2.8.2..- POLIGONO FUNICULAR: REDUCCION Y EQUILIBRIO.-

Representemos, fig. 2.25, la posicién de las fuerzas ﬁl s E s E s E de un sistema plano actuante sobre

. . o.m .
una chapa en una cierta escala de longitudes, —— . Sabemos que por tratarse de un sistema plano puede
cm

reducirse a una tnica fuerza resultante y hemos visto como se hace esta reduccién por proceso analitico:
nuestro problema ahora es hacerlo graficamente en el supuesto de que no sea aplicable el método indica-
do en el apartado anterior.

k
& , adoptamos un punto 0 cualquiera del plano lla-
cm

mado polo y 1o unimos con el origen, con el extremo y con cada uno de los vértices intermedios del poli-

Construimos el poligono de fuerzas en escala
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gono de fuergas quedando determi_nados los rayos polares 1, 2, 3, 4 y 5. Uniendo el origen de ﬁl con el
extremo de F, tenemos el vector R que representa la resultante en intensidad, direccién y sentido, faltan-
do s6lo determinar su posicién sobre la chapa.

Para ello, por un punto A; de la recta de accién de F, trazamos la recta o lado I paralelo al rayo 1 ; a
continuacién y por el mismo punto A, se traza el lado II paralelo al rayo 2 hasta cortar en A; a F; por
A, se traza el lado III paralelo al rayo 3 hasta interceptar en Aj; a F; ;se prosigue en Aj trazando el lado
1V paralelo al rayo 4 hasta cortar en A4 a E; finalmente por A, se traza el lado V paralelo al rayo 5 .

El poligono I-II-III-IV-V construido se llama poligono funicular que recibe su nombre por representar la
configuracion de equilibrio que adquiriria un cable o hilo flexible, inextensible y sin peso bajo la accién
del sistema de fuerzas dado. El esfuerzo que se originaria en cada lado del funicular estaria medido por el
rayo polar correspondiente.

Si prolongamos el primero y dltimo lados del funicular hasta interceptarse en el punto N se obtiene un
punto de la recta de accién de R.

Efectivamente si en A; descomponemos F, segun las direcciones concurrentes I y II, sus componentes
quedan determinadas por los rayos polares 1 y 2 y las llamamos S y S,, que ubicamos en posicién y
sentido sobre el funicular en I y II : podemos sustituir en el sistema de fuerzas dado F, por sus compo-
nentes S;y S,.

En igual forma procedemos en A, descomponiendo F, segin II y III; las componentes serdn (- S,) y S,
que llevamos al funicular y con ellas se sustituye F, en el sistema de fuerzas.

En forma andloga se procede con las restantes fuerzas, y se tendra:

Fi= S+ 8 _
F=(G- S+ S;
E3 =(- §3 )+ §4
Fi=(- Si4)+ Ss

Si sumamos miembro a miembro estas cuatro igualdades, en el primer miembro tendremos la resultante
R y en el segundo se nos anulardn las componentes intermedias quedando sélo la primera S; y la ulti-
ma Ss:

R=F+ B+ Fs+ Fy= S;+ S+ (- So)+ Ss+(- S3)+ Sy+(- Sy)+ S5

E= §1+ S5
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El sistema de fuerzas originales se ha reducido a dos componentes: Necesariamente la resultante del sis-
tema R pasard por su punto de interseccién N. En sintesis la resultante queda determinada en intensi-
dad, direccion y sentido por el poligono de fuerzas, y en posicion por el poligono funicular.

Recalquemos el significado de la expresion que hemos recuadrado renglones més arriba: se trata de una
igualdad entre tres sistemas de fuerzas que nos establece que el sistema de fuerzas dado, su resultante,
y el poligono funicular trazado constituyen sistema de fuerzas equivalentes.

Un poligono de fuerzas como el obtenido, en que el origen de la primer fuerza es un punto distinto del
extremo de la ultima se llama poligono de fuerzas abierto y da lugar a una resultante distinta de cero. Si
el origen de la primer fuerza coincidiese con el extremo de la ultima el poligono de fuerzas seria cerrado
y la resultante nula. Veamos como es el poligono funicular correspondiente a un sistema cuyo poligono

Fig. 2.26
de fuerzas es cerrado y determinemos a que se reduce dicho sistema, fig. 2.26.

Se efectia la construccién del poligono funicular como en el caso anterior, es decir se construye el poli-
gono de fuerzas, se adopta el polo 0 y se trazan los rayos polares 1-2-3-4:

Se puede observar que el primero y el dltimo son coincidentes.
Por A, se traza el lado I paralelo al rayo 1; luego el lado II paralelo al rayo 2 hasta cortar a F, en A; se
sigue en A; con el lado III paralelo al rayo 3 y finalmente por Aj; el lado IV paralelo al rayo 4: los lados

del funicular I y IV serédn paralelos por ser 1y 4 coincidentes.

Si sustituimos las fuerzas del sistema por sus componentes segin los lados del funicular se tiene :

El = §1_+ §2_.
F=(G- S+ S;
F3=(- S3)+ S4

0= ﬁ1+ ﬁ2+ E= §1+ §2+(' §2)+ §3+(' §3)+ §4
0= §1+ §4

El sistema se ha reducido a dos fuerzas S, y S, de direcciones paralelas, intensidades iguales y sentidos
opuestos, o sea un par o cupla de fuerzas de momento:

M=AA; A S,
M = S..d

Los lados del funicular I y IV son paralelos y no coincidentes lo que significa que se cortan en el punto
impropio de la direccién de [ y de I'V.
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Cuando el primero y tdltimo lado del funicular se cortan, como en los casos vistos, en puntos propios o
impropios se dice que el funicular es abierto.

Finalmente si el poligono de fuerzas fuese cerrado, (lo que implica resultante nula) y el poligono funicular
también fuese cerrado o sea que su primer y ultimo lados coinciden (lo que implica par nulo) el sistema
de fuerzas estd en equilibrio.

Destacando esto se concluye que las condiciones gréficas de equilibrio de un sistema plano de fuerzas
son:

la.- POLIGONO DE FUERZAS CERRADO para lo cual debe coincidir el origen de la primer fuerza con
el extremo de la tltima. Significa que la resultante es nula e implica dos condiciones analiticas:

X:ZXizo 5 Y=ZYi=0

2a.- POLIGONO FUNICULAR CERRADO para lo cual deben coincidir su primero y ultimo lados; repre-
senta la condicién analitica de que el momento resultante sea nulo:

Mg =Y My =0

2.8.3.- PROPIEDADES DEL POLIGONO FUNICULAR.-
2.8.3.1.- Primera Propiedad.-

Dado un determinado sistema de fuerzas el poligono funicular que hemos trazado en figura 2.25, puede
modificarse por las siguientes causas: variacién del orden en que se consideren las fuerzas al trazar el
poligono de fuerzas; desplazamiento del primer lado al variar la posicién del punto de arranque A;, sobre
la recta de accién de F;; cambio de polo.

Si se altera el orden de un grupo intermedio de fuerzas, se modifican sélo los lados del funicular com-
prendidos entre esas fuerzas.

Si se varfa el punto de arranque A, se obtendrd un nuevo funicular de lados paralelos al primitivo.

Si se cambia el polo, el funicular cambia de forma. Quiere ello decir que el sistema de fuerzas tiene infi-
nitos poligonos funiculares equivalentes cuyo primero y ultimo lados se cortardn en puntos de la recta de
accion de la resultante. Pero como ésta es UNICA se concluye que el lugar geométrico de los puntos de
interseccion de los lados extremos de los infinitos funiculares equivalentes a un determinado sistema
de fuerzas es una recta coincidente con la recta de accion de la resultante del sistema.

Esto constituye una primera propiedad de los poligonos funiculares.

2.8.3.2.- Poligono Funicular y Poligono de Fuerzas como Figuras Reciprocas.-

Sea, fig. 2.27 un sistema plano de fuerzas E, E, E s E actuantes sobre una chapa y concurrentes al
punto B. De la manera conocida se construye el poligono de fuerzas, los rayos polares y el poligono
funicular.

A la figura dibujada a la izquierda, formada por el funicular I-II-III-IV-V y las rectas de accién de

E, E, E s E y Rla designamos en forma genérica poligono funicular. A la figura de la derecha
constituida por el poligono de fuerzas Fi- F- F3- F- R y los rayos polares 1-2-3-4-5 lo designaremos
como poligono polar.
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Se puede observar que a cualquier tridngulo del “poligono polar” corresponde un haz de tres rayos
paralelos en el “poligono funicular” y viceversa. Por ejemplo al tridngulo de lados 1-F;-2 del “poligono
polar” corresponde el haz de rayos paralelos I - F; - II de centro A; en el “poligono funicular”. Recipro-
camente al tridngulo de lados F; - II - F, del “funicular” corresponde en el “polar” un haz F;-2-F, de
rayos paralelos a los respectivos lados del tridngulo. Esto es extensivo a cualquier tridngulo o haz de una
u otra figura: todos tienen su correspondiente haz o tridngulo de lados paralelos en la otra figura.

En el caso de sistemas de fuerzas concurrentes esta reciprocidad alcanza a los poligonos: al poligono de
fuerzas F;- F,- F; - F4;- R del “polar” corresponde el haz de rayos paralelos F;- F,- F; - F4- R y centro
B en el “funicular”.

Reciprocamente al poligono funicular propiamente dicho I-II-III-IV-V del “funicular” corresponde el haz
de rayos paralelos 1-2-3-4-5 con centro en el polo O . En otras palabras el poligono funicular y el poli-
gono de fuerzas son figuras reciprocas en el caso de que el sistema de fuerzas sea concurrente.

fig. 2.28

Si el sistema de fuerzas no es concurrente desaparece el haz de centro B y no hay reciprocidad entre los
poligonos de fuerza y funicular, pero subsiste entre todos los tridngulos o haces de tres rayos que puedan
formarse en el “poligono funicular” o en el “poligono polar”; cada uno tiene su correspondiente haz de
tres rayos paralelos o tridngulo también de lados paralelos en el otro.

Esta propiedad es muy util cuando se construye el funicular alterando el orden de las fuerzas, fig. 2.28, al
trazar el poligono de fuerzas como asi también en aplicaciones que veremos mds adelante.
2.8.3.3..- Eje Polar.-

Si se considera, fig. 2.29, un sistema plano de fuerzas E, E, E y adoptando como polos los puntos 0
y 0’ se construyen los respectivos poligonos funiculares I-II-III-IV y I’-1I’-IIT"-1V°.
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Los cuadrangulos completos B;B,A A’ y C,C,00° por construccion tienen cinco pares de lados parale-
los: se deduce que B, B, es paralela a 00’; es decir que los primeros y segundos lados de ambos funicula-
res se cortan sobre una recta paralela a la recta 00’. Del mismo modo se demostraria que cualquier otro
par de lados correspondientes se cortan en puntos de la misma recta.

Esto constituye otra propiedad del poligono funicular que podemos enunciar asi: Los lados correspon-
dientes ( u homdologos ) de dos poligonos funiculares de un mismo sistema de fuerzas construidos con
polos 0y 0’ distintos, se interceptan en puntos de una recta paralela a la recta de los polos llamada eje
polar o eje de homologia.-

2.8.3.4.- Poligono Funicular pasante por dos Puntos.-

Se ha dicho en 2.8.3.1 que para el trazado de un poligono funicular debemos fijar tres pardmetros: la
posicién del punto de arranque A; sobre la recta de accién de la primer fuerza y las dos coordenadas del
polo O. No habiendo condicionamientos para alguno de ellos, como ser la posicién del punto de arranque
o las coordenadas del polo para que el funicular pase por puntos determinados, es posible una triple infi-
nidad de trazados. En cambio si el funicular debe pasar por uno o dos puntos existird un doble o simple
infinidad de trazados, y si debe pasar por tres puntos, serd posible un tnico trazado cuyo polo habrd que
determinar. El caso mds frecuente de estos condicionamientos se presenta en la determinacién grafica de
reacciones de vinculos (que oportunamente veremos) en que uno de los lados del funicular deba pasar por
un punto.

Veamos ahora el trazado de funiculares de un sistema de fuerzas imponiendo la condicién que determina-
dos lados pasen por dos puntos prefijados del plano. Entre las diversas construcciones que se pueden
efectuar, veamos la siguiente:

Sea F,, F,, F, el sistema de fuerzas, fig. 2.30; A y B los puntos por los cuales se desea que pasen los
lados extremos (primero y ultimo) de los funiculares. Con polo arbitrario O se traza un funicular auxiliar
que permite determinar la resultante del sistema.
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Dos rectas cualesquiera que se corten en un punto de la recta de accién de R pueden considerarse como
lados extremos de un poligono funicular del sistema. En consecuencia trazando por A y B dos rectas
cualesquiera que se corten en H, por ejemplo, las mismas serdn los lados extremos, I’- IV’, de un poligo-
no funicular del sistema, dado que cumplen la condicién impuesta.

Trazando, por el origen y extremo del vector representativo de la resultante del poligono de fuerzas, rayos
1’ y 4’ paralelos a los lados I’- IV’, en su interseccion 0’ tendremos el polo del funicular buscado.- Si se
desea se completan los rayos polares 2’- 3’ y los lados intermedios II’- IIT" del funicular, trazado éste que
no se ha efectuado en el dibujo por razones de claridad de las figuras.

Se traza ahora dos nuevas rectas que cumplen la condicion de cortarse sobre R en K, por ejemplo, y que
pasen por A y B. Sus paralelas 17, por el origen de R, y4”, por el extremo de R, determinan el polo 0”.

Comparando los cuadrdngulos CO’DO” y AHBK se observa que por construccién tienen cinco lados
paralelos, por lo tanto los sextos lados 0’0" y AB también serdn paralelos.

De lo expresado y teniendo en cuenta que los funiculares que se pueden trazar como el I'IV’ y el I"TV”,
son infinitos, se enuncia esta propiedad de los funiculares de la siguiente manera: el lugar geométrico de
los polos de los infinitos poligonos funiculares de un mismo sistema de fuerzas pasantes por dos puntos
coplanares determinados, es una recta que pasando por el polo de uno cualquiera de ellos, es paralela
a la recta definida por los dos puntos.

2.8.3.5.- Funicular pasante por Tres Puntos.-

Sea, fig. 2.31 un sistema plano de fuerzas E, E, E s E y E y se necesita trazar el funicular de las
mismas cuyo primer lado pasa por A, el cuarto por B y el sexto por C. Ya se ha dicho que este funicular
es Unico y para determinarlo se procede asi:

Construido el poligono de fuerzas se adopta un polo arbitrario O y se traza el funicular auxiliar I-II-III-
IV-V-VI. Se determinan las resultantes R; 3 y R4.s de las fuerzas que actiian entre Ay B yentre By C
separadamente.

Se fija un punto cualquiera H de la resultante parcial R y se lo une con A y B; estas rectas I’ y IV’

pueden considerarse como lados extremos de un funicular de F- F-F que pasa por A y B y cuyo

polo serd el punto 0’ de interseccién de los rayos polares paralelos a los mismos trazados por el origen de
F, y el extremo de Fs, respectivamente, en el poligono de fuerzas.

El lugar geométrico de los polos de los infinitos funiculares de E- E- E que cumplen la condicién
que sus lados extremos, I’ y IV’, pasan por A y B, serd unarecta 0’0 paralela a AB trazada por 0’

A partir del punto K de Ia recta de accién de Rus se repite el procedimiento y se obtiene un polo 0’ de
un funicular de F,_ Fs; cuyos lados extremos, IV’ y VI” | pasan por B y C respectivamente; el lugar
geométrico de los polos de los infinitos funiculares pasantes por B y C serd la paralela OO a BC traza-
da por 0”’
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La interseccion de las rectas paralelas a AB y BC trazadas por 0" y 0", respectivamente , serd el polo 0
buscado correspondiente a un funicular de F,, F,, F;3, F, y Fs cuyo primer lado pasa por A, el cuarto
por B y el sexto por C.

Obteniendo 0 se trazan los rayos polares y el funicular a partir del punto A; esta construccién no se ha
efectuado por claridad de la figura.
2.8.4.- DETERMINACION DE MOMENTOS POR EL FUNICULAR.-

Utilizando el poligono funicular se puede determinar el momento de una fuerza, o de un sistema de fuer-
zas, respecto a un punto.-

Sea, fig. 2.32 la fuerza F y el punto A que ubica a una distancia d (m) de la recta de accién de F; se
quiere determinar graficamente el momento de F respecto de A.

Fsc. Fuerzas: ﬁRQ
1 cm

Esc. longitud: % m
H 1

cm

Fig. 2.32

Construyamos en escala el vector representativo de F, adoptamos un polo 0, se trazan los rayos polares
y el funicular I-II de la fuerza. Por A se traza una paralela a la recta de accién de F y se determinan las
intersecciones B y D con los lados del funicular. Llamamos & (cm) el segmento BD.

La distancia OJ, del polo a la fuerza, se denomina “distancia polar” y se la designa con la letra “h”.

Si comparamos los tridngulos BND y KOH se observa que tienen sus tres lados paralelos, consecuente-
mente serdn semejantes y se tiene que:
HK BD

o N D

Pero:
HK = F/Esc. Fuerzas
OJ=h
NC = d/Esc. longitudes

BD =3
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Luego sustituyendo en (1):

F/Esc. Fuerzas _ )
h d/ Esc.Longitudes

Ordenando:

Fd =8 . h . Esc. Longitudes x Esc. Fuerzas
Pero:

Fd=M

Luego:

M = d(cm). h(cm) xam/lcm x B kg/cm
o0 sea:

| M (kgm) = & (cm) Esc. Momentos |

donde la escala de momentos queda expresada por:

ha.p (kgm)
cm

Esc. Mom. = h (cm). Esc. Long. x Esc. Fuerza =

Es decir que el momento de F respecto de A queda expresado por el producto del segmento § (cm) por
la escala de momentos. El segmento & queda determinado por las intersecciones de los lados del funi-
cular de la fuerza con la recta paralela a su recta de accion pasante por el punto A.

M
|

s
: 1 111 Y

A

Fig. 2.33

Dado un sistema plano de fuerzas cualesquiera, se puede utilizar el poligono funicular para determinar su
momento respecto a un punto del plano, fig. 2.33. Se trazan los poligonos de fuerza y funicular del siste-
ma. A continuacién se prolongan el primer y ultimo lado de éste hasta cortar una recta paralela a la resul-
tante que pase por el punto respecto al cual se quiere tomar momento. El segmento 8, medido en centi-
metros y multiplicado por la escala de momentos nos da el momento de la resultante del sistema de fuer-
zas que, por Varignon, es igual al de éste.

46



%’\ Capitulo 2: Equilibrio del cuerpo rigido libre

El mismo funicular nos permite determinar también el momento de un grupo de fuerzas del sistema con
respecto a cualquier punto del plano. Se ha determinado en la figura el momento de:

EI»Z = ﬁ] + ﬁz
con respecto al punto B. Para ello se ha interceptado con los lados extremos de R, (lados I y IID) la

paralela a Ry, pasante por el centro de momentos B. El segmento 3 en su escala nos da el momento
pedido.

M4 =8, . hy. Esc. Fuerzas x Esc. long. = 8, (cm) Esc. mom.

M';” = Og. hp. Esc. Fuerzas x Esc. long. = &g (cm) Esc. mom.

Obsérvese que al ser distintas las distancias polares, h, # hg, la escala de momentos varia segtin la direc-
cién de la fuerza cuyo momento se busca.

Si las fuerzas son paralelas la distancia polar “h” es la misma para todas las fuerzas del sistema que se
considera y el procedimiento gréfico indicado alcanza su maxima utilidad en las aplicaciones, fig. 2.34.

h.o..kgm
cm

Escala de momentos = h. Esc. long. x Esc. fuerzas =

Momento del sistema respecto de A: Mi =3 (cm) Esc. Mom.

Momento de E respecto de A: M? =8, (cm) Esc. Mom.

Fig. 2.34

Momento de E respecto de A: M2 =3, (cm) Esc. Mom.
p A

Momento de E respecto de A: M = §; (cm) Esc. Mom.
P A
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2.9.- DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN EL PLANO.-
2.9.1.- DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN DOS.-

En el célculo de las reacciones de los apoyos, que se verd en el Capitulo III, es necesario resolver el pro-
blema de la descomposicién de una fuerza dada en dos fuerzas que le sean equivalentes o que la equili-
bren y que satisfagan ademads determinadas condiciones.

Descomponer una fuerza segtin dos direcciones que se interceptan en un punto que no pertenece a la recta
de accién de la fuerza, es un problema imposible por cuanto ésta dltima debe ser resultante de las compo-
nentes buscadas y estar aplicada en el punto de interseccién de las mismas.

El problema es posible sélo cuando las direcciones de las componentes que se buscan se corten sobre la
fuerza dada.

Este problema se ha tratado en forma analitica y grafica en el Capitulo I; ahora se lo verd con un planteo
distinto que es como se presenta en la determinacién de reacciones.

Se trata de descomponer (o equilibrar) una fuerza R
N segiin dos componentes, una de direccion conocida (b), y
otra que pasa por un punto prefijado A fig. 2.35.

Graficamente se procede determinando la interseccion N de
/ r la direccién (b) con la recta de accion de R. Si llama-
dA ° mos F, y F,; alas dos componentes buscadas debe ser:

R=F,+ F,

Y - (o) Eb y por el principio del paralelogramo F, debe también

concurrir a N; por lo tanto la direccién de F, quedard
F | 9 | 8 | 3 5 determinada por los puntos N y A.

A

Conocidas las direcciones de F, y F, se procede construyendo el tridngulo de fuerzas que nos brinda en
la escala adoptada las intensidades de ambas componentes.

Frecuentemente el punto N
de interseccion cae fuera de
los limites del dibujo; se
recurre entonces al poligono
funicular, fig. 2.36. Se lleva
en escala un vector repre-
sentativo de R; se adopta un
polo O y se trazan los rayos
polares 1 y 3 y los lados I y
IIT del funicular teniendo la
precaucién de hacer pasar el
‘ primer lado por A, inico
F\Q‘ 8‘36 punto conocido de la recta
_ de accion de F,.- Estos dos
lados por constituir un funicular de R serdn simultdneamente los lados extremos de un funicular de com-
ponentes F, y F,.

Uniendo el punto A con la interseccién B, de III con la direccién (b) dada, se obtiene el lado intermedio 1T
del funicular de F, y F, . Paralelo al lado intermedio II se hace pasar por O el rayo polar 2. Se traza
luego por C; una paralela a la direccién (b) hasta cortar al rayo 2 en C, y se une este punto con C;. Se han
obtenido las componentes buscadas, F, pasante por A'y F, segun la direccién (b).
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Efectivamente en N y de acuerdo a la construccién efectuada se tiene:
E = §1 + §3
Pero S, y S; pueden ser descompuestas en A y B respectivamente y se tiene :

Si= v 5,
S3=(-S)+ F,

Sustituyendo estas dos dltimas expresiones en la anterior:

E= §1+ §3= ﬁa"' Sz- §2+ Eb= ﬁa+ ﬁb

Se destaca que si el punto donde debe pasar una de las componentes estd ubicado a la derecha de la fuerza
y la direccién de la otra componente a la izquierda, el trazado del funicular se inicia haciendo pasar el
lado III por B y luego se determina el punto A como interseccién de I con la direccién (a) conocida.

Este procedimiento es de especial aplicacioén si la fuerza y la direccién dada son paralelas, en cuyo caso la
otra componente también serd paralela a ellas; en otras palabras el problema consiste en descomponer
una fuerza segiin dos direcciones paralelas. Se aplica el procedimiento a continuacién en los casos que
la fuerza dada sea interior o exterior a las componentes: en el primero son de igual sentido, y en el segun-
do de sentidos contrarios, fig. 2.37.

[
//\
/\ E o
_ -~ o Py
Fa . Fb | B
\ S | R
| >~ 1
~ | Y] , B
(@) )
A I1 N 1 (o?
Lo !
A
N Fig.2.37

La descomposicion analitica de una fuerza segin dos direcciones concurrentes ha sido tratada en el Ca-
pitulo I.

Se verd a continuacién la descomposicién de una fuerza en dos componentes, una de direccién conocida y
la otra pasante por un punto prefijado A. Desig- =
namos Fy a la primeray Xse Y, las componen-
tes rectangulares de la segunda, fig. 2.38.

Si recordamos las expresiones que permiten redu-
cir un sistema plano de fuerzas.

X
X=X
Y=XY,
Fig. 2.38
M=% Mj,

Se tiene que al desarrollar estas tres ecuaciones, queda planteado un sistema de tres ecuaciones con tres
incégnitas que nos resuelve el problema, sobre el que no se insistird ahora por tratarse detenidamente en
el préximo capitulo del programa. Sélo se dird que frecuentemente conviene sustituir las ecuaciones de
suma de componentes por ecuaciones de suma de momentos respecto a diversos puntos.
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Por ejemplo se tiene que descomponer R seglin dos componentes cuyas rectas de accion (a) y (b) son
paralelas a R, fig. 2.39.

Aplicando Varignon se plantean los momentos de la resultante y de
sus componentes incdgnitas respecto de A y se despeja Yg; luego se
repite respecto de B y se obtiene Y 4.

(o

R.
5 td EMy: Rdi=Yp (d+d) o Ypend
d, +d,
R.d

7 +Jd XMg:-R.dy=-Ya (d +d o Ypa=—2

Y B 2 A (di+dy) AT A

Fig. 2.39

2.9.2.- DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN TRES.-

Interesa el caso en que se dan las tres rectas de accidn (1), (2), (3), de las fuerzas incognitas cuya intensi-
dad y sentido se buscan.

El problema es imposible si las tres rectas (1), (2), (3),
se cortan en un punto no perteneciente a la recta (4) de
la fuerza dada, porque la resultante de las tres fuerzas
debe pasar por su punto de interseccién y no podria
ser R, fig. 2.40.-

Si las cuatro rectas se cortan en un punto el problema
es indeterminado, como se vio en 1.5.-

El problema es posible y determinado en el caso gene-
ral en que las cuatro rectas [(1), (2), (3), (4)] se cortan
dos a dos formando un cuadrilatero. Se lo puede resol-
ver graficamente, mediante la construccién de CUL-
MANN, o analiticamente por el método RITTER.

Fig. 2.41

Se descompone la fuerza R en una fuerza que actda, por ejemplo, segtin la recta (1) y en otra fuerza au-
xiliar F, que pasa por los puntos de interseccién de las rectas (1) con (4) y de (2) con (3), extremos de
una cualquiera de las diagonales del cuadrildtero; después se descompone F, segun las rectas (2) y (3)
obteniéndose las componentes E y E.
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=

Evidentemente:
R=F+ R
y F=E+F _
luego R= Fi+ b+ F

METODO DE RITTER, fig. 2.42.-

La suma de los momentos de las tres componentes desconocidas debe ser igual al momento de la fuer-
za R respecto a un punto cualquiera del plano. Adoptando tres puntos no alineados , se estableceria un
sistema de tres ecuaciones que permite determinar las tres incognitas, es decir las intensida-

des E, E, E de las tres componentes.

Si se eligen, como centro de momento, los puntos A, B y C determinados por las intersecciones de las
rectas de accién de las incognitas, se plantea un sistema de tres ecuaciones con sélo una incégnita cada
una de ellas. Se supone un sentido a cada componente y se aplica Varignon:

Fig. 2.4¢e
R
+d =M, : d\ F =-d% R F = daR
d
A
— djR
+J IMg: - dj.F, =—dh R F,= —2-
d
B
— d¢R
+dJ IMc: dg&.Fy=—d8 R Fi=--S
dC

En donde al brazo di\ lo leemos: distancia de F, al punto A.- Los signos menos para F; y F; significan

que los sentidos supuestos para ellas son erréneos y deben ser cambiados.-
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2.10.- FUERZAS DISTRIBUIDAS.- REDUCCION.-

2.10.1.- FUERZAS DISTRIBUIDAS SOBRE LINEAS Y SUPERFICIES.-

Hasta el momento se ha considerado a las fuerzas concentradas en un punto, lo que es valido en tanto y en
cuanto actiien sobre superficies pequefias.

Sin embargo, las cargas o fuerzas que actdan sobre las estructuras frecuentemente estan distribuidas sobre
volumenes, superficies o lineas. Son fuerzas distribuidas sobre volimenes las fuerzas de masa como el
peso de los cuerpos, las fuerzas de inercia y las fuerzas magnéticas. Son fuerzas distribuidas sobre super-
ficies, el peso de cuerpos apoyados sobre dreas de contacto, el empuje debido a la presién de los fluidos,
viento, agua o de tierras y materiales almacenados a granel, el rozamiento, etc.- Tenemos fuerzas distri-
buidas sobre lineas en el caso de cables sometidos a su propio peso, a la accién del viento o de la nieve.-

Es frecuente la existencia de fuerzas simétricamente distribuidas respecto a la linea media de la franja de
superficie sobre la que actiian.

Vamos a caracterizar este tipo de fuerzas y determinar su resultante, fig. 2.43.

Fig. 2.43

[T3%1]

Sea un material, arena por ejemplo, apoyado sobre una superficie plana de ancho “a” y largo L, repartido
simétricamente respecto al plano vertical xy pasante por la linea media AB de la superficie que, si su-
ponemos plana, serd un segmento de recta representada por el eje de la viga o losa de apoyo.

[T3%1]

El peso de la arena que incide sobre un drea elemental de ancho “a” y largo "Ax", y designando con h 'y 'y
la altura y peso especifico aparente del material serd:

AP =v.a hAx (kg.)
Este peso se distribuye en todo el ancho “a” pero, dada la simetria supuesta, la resultante, o sea AP, ten-
drd su recta de accién sobre la linea media AB de la franja. Esta conclusién es vélida no sélo para el peso
incidente sobre el drea elemental, a.Ax, sino también para toda la superficie cargada, aL. , lo que permite
sustituir el peso del material distribuido sobre toda la franja, por un sistema de fuerzas paralelas AP
actuantes a lo largo de la linea media AB, que llamaremos en forma general “linea cargada”.
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Si establecemos ahora el cociente:

AP _

— =P kg./m
A P [kg./m]

tenemos expresada la intensidad media de la fuerza (o carga) distribuida en la longitud Ax de la linea
cargada AB.

Si hacemos Ax infinitamente pequefo:

. AP dP
lim 5, = dx p [kg./m]

Se obtiene la intensidad de la carga distribuida en el punto de abscisa x de la linea cargada: caracteriza
el tipo de carga distribuida, que podra ser constante o variar segiin determinada ley: p = p(x).-

Si conocemos la intensidad de la carga p, la fuerza infinitésima que actia sobre una longitud dx de la
linea cargada ser4:

dP = pdx

y la carga total que actia sobre la linea AB de longitud L seré:

L
P= dex
0

en muchas aplicaciones de la ingenieria es suficiente tomar como intensidad de carga en un punto, la
intensidad media correspondiente a una longitud unitaria.- Si Ax = 1 m la intensidad se podria tomar:

_AP
Im
y se define entonces como intensidad de carga a la carga por unidad de longitud.
Si en lugar de establecer la relacion entre el peso AP del material apoyado en la superficie de drea a.Ax y

la longitud Ax de linea cargada, hubiésemos establecido la relacion entre el peso Ez del material que
apoya en el elemento del drea AxAz y el valor de ésta

AQ
AxAz

q [kg/m’]

tendriamos el valor de la intensidad media de carga en el drea AxAz. Si en vez de ésta tomdsemos la uni-
dad del drea se tendria la carga por unidad de superficie.

Dada la simetria que hemos supuesto para la carga respecto al plano xy es evidente que q es constante en
todo el ancho de la franja cargada, resultando.

qa=p [kg/m]

que expresa la relacién entre las intensidades de carga por unidad de longitud y de superficie en el su-
puesto de la simetria planteada, o sea de h =cte en el sentido de las z.-

La intensidad de carga “p” puede ser constante o variable a lo largo de la linea cargada. La variacién
puede ser aleatoria o seguir una determinada ley. Su representacion grdfica define una linea llamada
linea de carga: el drea delimitada por la linea de carga, la linea cargada y las ordenadas extremas se
denomina diagrama de carga, fig. 2.44. Frecuentemente se asimila la intensidad de carga “p” a leyes de
simple variacién que origina diagramas de cargas consistentes en figuras geométricas cuya drea y bari-
centros son de facil determinacion, a saber:
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p=cte el diagrama de carga es un rectingulo
p=ax el diagrama de carga es un tridngulo
p=po+bx el diagrama de carga es un trapecio

I3

en donde “a” y “b” son constantes.

2.10.2.- RESULTANTE DE UNA FUERZA DISTRIBUIDA.-

Sea una fuerza distribuida sobre la linea AB represen-
tada por su diagrama de carga, fig.2.44.

Una fuerza distribuida sobre una linea recta constituye
un sistema de infinitas fuerzas paralelas infinitamente
proéximas de intensidad:

dP = pdx
Se sabe que todo sistema plano de fuerzas paralelas

B puede reducirse a una dnica fuerza de igual direccion,
x la resultante del sistema, cuya intensidad vale:

L L
Fig\ 8\44 P={)dP:£de

Veamos su interpretacion en el diagrama de cargas. Representando a la intensidad de carga y las longitu-
des en las escalas graficas respectivas, serd :

dP = pdx = dA

Es decir que la intensidad de la fuerza que actda sobre la longitud dx estd dada por el drea del rectdngulo
infinitésimo rayado en el diagrama de carga.

La resultante de la carga distribuida en toda la longitud L de la linea cargada ser4:

L L L
P= [dP=[p.dx=[dA=A
0 0 0

O sea que la intensidad de la resultante de una carga distribuida sobre una linea recta, estd determina-

da por el drea del diagrama de carga.

El punto K en que la resultante corta a la linea cargada se denomina centro de presion. Para determinar su
posicién respecto al punto A aplicamos Varignon con respecto al mismo punto:

L Ly.dP
xg P= [x.dP XK = JO—
0 P

Si sustituimos dP y P por sus iguales del diagrama de carga dA 'y A tenemos:

L L
_ jox.sz Jox.dA _ S_y=X
P A AT
Donde S, es el momento estético del drea del diagrama de carga respecto al eje “y” y X, la abscisa de su
baricentro. (Los conceptos adquiridos por el alumno en Fisica I sobre baricentro y momento estético son
ampliados en el capitulo 4).
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Sintetizando podemos decir que: Una carga distribuida sobre una linea recta constituye un sistema de
infinitas fuerzas paralelas que pueden representarse por un diagrama de carga, cuya drea expresa la
intensidad de su reultante y su baricentro determina un punto de su recta de accion de direccion para-
lela a las fuerzas dadas.-

En lo expuesto hemos considerado implicitamente que la direccién de las fuerzas es normal a la linea
cargada, lo que responde al caso frecuente en que la carga es el peso de cuerpos apoyados sobre una viga
horizontal. Si la viga no fuese horizontal, la carga distribuida que apoya sobre ella, continda siendo un
sistema de fuerzas paralelas, sélo que ahora no es normal a la linea cargada. La reduccién del sistema se
efectda en la forma descripta.

2.10.3.- EMPUJE DEL AGUA SOBRE SUPERFICIES PLANAS.-

Consideremos otra clase de fuerza distribuida: la originada por la presioén de los liquidos sobre las paredes
y fondo de los recipientes que los conducen y/o contienen. Tomemos una seccién transversal de un canal
o un depdsito de agua, fig. 2.45. Sabemos que la presién hidrostatica, “p”, a la profundidad “h” se trans-
mite en todas direcciones con la misma intensidad y que ésta, es igual al peso de la columna liquida que

incide sobre una superficie horizontal de drea unitaria situada a esa profundidad:

000

p= y[kg/m3].h[m] = y.h[kg/mz]

donde 7 es el peso especifico del liquido. Por lo tanto la presién del liquido que incidird normal a la pared
variard proporcionalmente a la profundidad “h” del punto considerado en las paredes laterales y se man-
tendrd constante en el fondo horizontal, tal como se observa en los diagramas de presiones trazados en
ambas paredes y parte del fondo de la seccién transversal dibujada.

Al diagrama de presiones podemos tomarlo como diagrama de carga de una faja de pared de ancho unita-

9

rio con s6lo multiplicarlo por el ancho “a” igual a 1 metro (apartado 2.10.1).-

En el caso de la superficie A’A’’B’B’’, la linea cargada AB demarcada sobre la pared, corresponde a la
interseccion de ésta con el plano vertical de simetria de la cufia de presiones representada en la figura ; en
ésta al diagrama de presiones se lo ha traido a un primer plano de la pared izquierda asocidndolo a una
vista frontal del drea A’A’’B’’B’ obtenida rebatiendo 90° la faja de la pared de ancho unitario. La fuerza
resultante de esa cufla de presiones serd normal a la superficie sobre la que incide y su intensidad estard
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dada por el drea del diagrama de carga y pasard por el baricentro C del mismo : se designa empuje del
agua y estd aplicado en su interseccién con la linea cargada AB que, sabemos, es el centro de presioén K.-
Llamando L a la longitud de la linea cargada AB , tendremos :

E[kg.]= pp [kg/m*] .1[m]. L[m] =pp [kg/m’]. A[m’]

Podemos entonces decir que el empuje del agua sobre una superficie sumergida rectangular plana es
igual al producto del drea de la superficie sumergida por la presion hidrostdtica en correspondencia
con el baricentro de la misma.

E=pDA

donde pp es la presion en kg/m” en correspondencia con el baricentro de la superficie sumergida cuya
drea vale A. Esta conclusién que hemos obtenido para superficies planas rectangulares es vélida para
cualquier forma de superficie plana: circular, triangular, trapecial, etc. esto se obtiene simplemente inte-
grando la expresiéon dE = p.dA en donde: dE es el empuje infinitésimo que actiia sobre un elemento dA
de drea, y p ="7.h la presion hidrostética.-

El empuje E sobre la superficie sumergida no pasa por el baricentro D de ésta, sino por el centroide C del
diagrama de presiones, interceptando a la superficie en K. Los puntos D y K coinciden en el caso de su-
perficie rectangular y diagrama de presiones también rectangular.

Para la determinacién de las coordenadas del centro de presién de superficies planas no rectangulares no
es suficiente la aplicacién de momentos de primer orden : se necesitan los momentos de segundo orden.

Consideremos finalmente una superficie curva, cilindrica por ejemplo, de ancho unitario sometida a la
presion del agua como es el caso de compuertas de sector circular, perfil de diques, 4labes, etc., fig. 2.46

Si trazamos el diagrama de presiones observamos que la fuerza distribuida ha dejado de ser un sistema de
infinitas fuerzas infinitésimas paralelas y no son por lo tanto validas las conclusiones obtenidas para las
superficies planas.

Si la curva directriz de la superficie cilindrica es una circunferencia la presién del agua originard un sis-
tema plano de infinitas fuerzas infinitésimas concurrentes al centro de la directriz. Las expresiones:
X=Z Xi € Y = Z Yi

nos permiten reducir este sistema introduciendo integrales en lugar de sumatorias, coordenadas polares y
expresando la ley de variacién de las presiones en funcién de la profundidad y la ecuacién de la directriz.
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Si la directriz de la superficie cilindrica es otra curva el sistema de fuerzas infinitésimas equivalentes a la
presion del agua serd plano no concurrente y para reducirlo habrd que recurrir a las tres expresiones cono-
cidas:

X=Y X; Y=YY, M3=Y M,

No entraremos en el procedimiento por tratarse de un problema de Hidrdulica Aplicada que el alumno
verd en su oportunidad. S{ veremos, en cambio, el procedimiento gréfico para el trazado de la curva funi-
cular de una carga distribuida por cuanto lo aplicaremos en el trazado de diagramas de esfuerzos internos.

2.10.4.- REDUCCION GRAFICA DE FUERZAS DISTRIBUIDAS.-

El procedimiento del poligono funicular puede extenderse también a la reduccién de fuerzas repartidas
sobre una linea.

En la fig. 2.47 se tiene una linea curva plana AB cargada con fuerzas distribuidas cuyo diagrama de carga
conocemos . Hemos visto que éste representa un sistema de infinitas fuerzas infinitésimas. En su lugar
concibamos al sistema formado por un elevado nimero de fuerzas muy pequefias pero finitas. El poligono
de fuerzas “amnb” tendrd también un elevado niimero de lados y rayos polares y con el poligono funicular
sucederd los mismo siendo sus lados extremos paralelos a los rayos polares Oa y Ob.- Si las fuerzas
tienden a ser infinitamente pequefas, en el limite los poligonos de fuerzas y funicular se transformarian
en la curva de fuerzas y la curva funicular, respectivamente, y los lados extremos del funicular serdn
las tangentes extremas de la funicular. Esto que se ha enunciado para el diagrama de carga total, es
vélido para cada uno de los tramos parciales en que pueda dividirse el mismo.

Dividamos ahora el diagrama de carga en diagramas parciales trazando las rectas M M”y NN” perpendi-
culares a la linea cargada AB. Estas rectas se denominan divisorias de carga y si las prolongamos cortan
a la curva funicular (supuesta conocida) en M; y N;. Las tangentes en My, t,, y en Ay, t,, serdn los lados
extremos del funicular de la resultante El de las fuerzas distribuidas entre A y M, y su interseccion de-
termina un punto de la recta de accién de R,.- Otro punto de esta recta estd dado por el baricentro del
diagrama parcial de cargas con lo que queda determinada la posicién de R;. Lo dicho es extensivo a los
otros dos tramos MN y NB de la linea cargada.

Fig. 2.47

Si por el polo O de la curva de fuerzas trazamos paralelas a las tangentes intermedias t,, y t, determinardn
sobre la curva de fuerzas los puntos “m” y “n” tales que

am= R, mn = Ez nb= R;

Dada la reciprocidad existente entre los tridngulos del poligono de las fuerzas y los haces de tres rayos del
funicular y reciprocamente (apartado 2.8.3.2), el poligono t,t,-t,-t, es poligono funicular de las resul-
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tantes parciales R;, R,, R; en que se ha dividido el diagrama de cargas. Observando la fi g. 2.47 ve-
mos que el poligono funicular de las resultantes es circunscripto a la curva funicular.

Qa

mY

nY

Fig.2.48

Veamos ahora como trazamos la curva funicular en base a lo expuesto, fig. 2.48. Digamos en primer
término que la linea cargada AB se la ha tomado como recta por ser el caso mds frecuente. En los puntos
M y N se han trazado ortogonalmente divisorias de carga que dividen la linea cargada en tres tramos AM,
MN y NB. Al variar la intensidad de carga “p” segun una ley no lineal, el distanciamiento entre divisoras
de carga debe ser tal que los diagramas de carga puedan considerarse, sin error sensible, una figura geo-
métrica cuya drea y posicion del baricentro resulten ficilmente determinables, trapecios en el caso de la

fig. 2.49.

Fig.2.49

Determinadas las dreas de los diagramas parciales y la posicién de sus baricentros (tema que se verd en el
capitulo 3) se conocen las resultantes parciales P, P, y P; y sus posiciones en la linea cargada AB, de la
fig. 2.48. Se construyen los poligonos de fuerzas y funicular de las resultantes parciales y se prolongan las
divisorias de carga hasta interceptar en M’ y N’ los lados intermedios t, y t, del funicular. Se determinan
cuatro puntos de la curva funicular A’- M’- N’- B’ y sus respectivas tangentes t,- t,- t,- t, con lo que
podemos trazar la curva funicular en forma aproximada.

Si “p” es constante o varia segtin una ley lineal, lo que implica diagramas de carga rectangular, triangular
o trapecial, se puede trazar la curva funicular siguiendo el procedimiento descripto, que admite una mayor
simplificacion recurriendo a tangentes intermedias entre las dos extremas. Para ello se determina el drea y
el baricentro del diagrama de carga total con lo que se obtiene P, en valor y posicién posibilitando la
construccién del funicular de lados t,-ty, fig. 2.49

Se toma ahora la recta de accién de la resultante P como divisoria de cargas que divide el diagrama en
dos parciales. Determinando el baricentro de cada una de ellos quedan ubicadas las resultantes parcia-
les P,- P, paralelas a P, cuyas rectas de accién cortan los lados extremos del funicular de P, t,-t, en dos

58



%’\ Capitulo 2: Equilibrio del cuerpo rigido libre

puntos, H y K, que determinan la tangente intermedia con punto de tangencia N’ en la interseccién con la
divisoria de cargas. Si necesitamos mds tangentes y puntos de tangencia intermedios se repite la construc-

cién tomando como divisorias de cargas las resultantes parciales P;- P, y asi sucesivamente hasta obte-
ner la aproximacién requerida.

Fig.2.50

Si en lugar de querer trazar la tangente intermedia en correspondencia con el punto de interseccién de la
resultante parcial P con la linea cargada, se quisiera trazar en otro punto intermedio cualquiera N, fig.
2.50, es valido el procedimiento que se ha explicado. Se lo ha repetido en la figura mencionada, en la cual
se dan por determinadas las tangentes extremas lo se efectiia con un funicular o por otro medios que ve-
remos mas adelante. Esto se puede repetir para tantos puntos intermedios como se desee.-
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CAPITULO 3

LA CHAPA Y EL CUERPO RIGIDOS VINCULADOS

3.1.- LA CHAPA RIGIDA VINCULADA.-

Se ha definido en 2.7 como chapa rigida a un conjunto o sistema de puntos materiales rigidamente unidos
entre si, situados en un mismo plano, de forma periférica indefinida ya que representan esquematicamente
el plano de simetria de diversos tipos de estructuras planas. Se hayan sometidas tinicamente a fuerzas y/o
pares que actiian en su plano por no poseer capacidad para absorber y transmitir otro tipo de accién.

Para estudiar su equilibrio comenzamos por analizar los desplazamientos que puede efectuar en su plano.
Se admite que no hay posibilidad de desplazamientos transversales lo que hace que la chapa sélo pueda
moverse en su propio plano. Esta hipdtesis se cumple en las aplicaciones ya que en ellas las estructuras
planas estdn entrelazadas con estructuras transversales que le impiden esos desplazamientos.

3.1.1.- CINEMATICA DE LA CHAPA RIGIDA.- GRADOS DE LIBERTAD.-

Consideremos, fig. 3.1 un punto A en el plano x,y. Si debido a un movi-

miento cualquiera pasa a la posicién A’ se define como desplazamiento del Y
punto A al vector AA' que va de una a otra posicién, independientemente N
del camino recorrido para ello. Si se designan Ax y Ay las componentes A
rectangulares de AA' se tiene que: A AY
B A o o
Ax+Ay = AA'
0 X
Los vectores Ey A_y pueden ser concebidos como desplazamientos co- Fi g 31

rrespondientes a dos movimientos componentes, independientes, rectilineos y paralelos a los ejes x e y.
Se dice que el punto en el plano tiene dos grados de libertad de movimiento (o simplemente grados de
libertad), 1o que significa que el punto tiene dos posibilidades de movimientos rectilineos independientes
en base a los cuales se puede expresar cualquier desplazamiento del punto en el plano.

Si se fija una condicién a la posicién del punto durante el movimiento, por ejemplo mantener constante su
abscisa x,, le queda sélo la posibilidad de moverse paralelamente al eje y: se ha quedado con un solo gra-
do de libertad.- Si se fijan dos condiciones, x5 = cte., ya = cte., el punto queda inmovilizado, fijo: han
desaparecido sus dos grados de libertad.

Si el punto puede moverse en el espacio, un desplazamiento cualquiera puede expresarse por tres compo-
nentes rectangulares:

Ax + A_y +Az= AA'
el punto posee en el espacio tres grados de libertad y se requieren tres condiciones para inmovilizarlo.

Previo a establecer cuantos grados de libertad posee la chapa
en su plano, estudiemos las caracteristicas de los movimientos
que puede efectuar cuando estd constrefiida por sus vinculos a
moverse solo en él. Esos movimientos son de dos clases:

Movimiento de traslacion (fig. 3.2), en el cual todos sus pun-
tos experimentan desplazamientos instantdneos iguales en
intensidad, direccién y sentido:

AA'=BB'=CC'=...
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El cuerpo se desplaza paralelo a si mismo. Geométricamente las trayectorias descriptas por los puntos
pueden tener cualquier forma, rectas como caso particular, pero son todas iguales, superponibles (con-

gruentes).

Movimiento de rotacion (fig. 3.3), en el cual los puntos describen como trayectorias arcos de circunfe-

Fig. 3.4

rencias concéntricas: el centro comun de las mismas se llama centro o polo
de rotacién que se caracteriza por experimentar un desplazamiento nulo. Los

desplazamientos de otros puntos AA', BB' varfan de punto a punto.

La rotacién de la chapa se caracteriza por el dngulo 6 girado por la recta que
une el polo con un punto cualquiera de la chapa, fig. 3.4. En las aplicaciones

relativas a las estructuras el valor de 6 es muy pequefio por lo que se consi-
dera que las rotaciones que experimentan las chapas son infinitésimas.

En este caso si 0 se hace infinitamente pequefio, A” tiende a coincidir con A,
y el vector desplazamiento AA™ secante a la circunferencia, tiende a coinci-

dir con el vector AA", tangente a la circunferencia y perpendicular a la recta
OA que une el punto considerado con el polo.

Para una rotacion finita se tiene que:
AA"=0A.tg9

y cuando O se hace infinitamente pequefia en el limite, para 8 — 0, la inten-
sidad del desplazamiento vale:

AA*=AA"=0A.0

En resumen, en las rotaciones a considerar en el estudio de las chapas rigidas los desplazamientos de
los puntos son de direccion perpendicular a la recta que une el punto considerado con el polo y de in-
tensidad proporcional a la distancia entre ambos.

Para conocer la posicién del polo de rotacién de una chapa es necesario conocer el desplazamiento de dos

de sus puntos.

Sea, fig. 3.5 una chapa en la cual se conoce los desplazamientos del
punto A, AA y del punto B, AB.

Se trazan por A y B las normales a ambos desplazamientos y en su in-
terseccidn estard el polo O.

Conociendo éste se puede establecer la direccion del desplazamiento de

cualquier otro punto C, ya que el mismo serd normal a la recta que lo
une con el polo O.

Si la chapa experimenta una traslacién (fig. 3.6), se sabe que:
AA = AB = AC

Por ello aplicando el procedimiento anterior, resulta que el polo es el
punto impropio de la direccién normal a los desplazamientos.

Por lo tanto, todo movimiento de una chapa en su plano es una rota-
cion con centro en un punto propio o impropio del mismo.-
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Pasemos ahora a establecer los grados de libertad que posee una chapa en su plano. Para ello supongamos
que la misma pasa de la posicién S a la posicién Sy, fig. 3.7.

El punto A experimenta un desplaza- | v
miento AA,; y el B, BB,. Podemos expre-
sarlos en funcién de tres desplazamientos
componentes independientes:

AA, = AA'+A'A"+A"A,

BB, = BB'+B'B" +B'"B,

Donde AA''y BB' son desplazamientos
de los puntos A y B en el movimiento
componente de traslacién segin la direc-

cibn x ; A'A" y B'B" corresponde a la
traslacién segiin el eje y; por ultimo

A"A, y B"B, son los desplazamientos

correspondientes a la rotacion de la chapa
alrededor de 0. Fig. 3.7

X

Por lo tanto la chapa en su plano posee tres grados de libertad de movimiento: dos traslaciones y una
rotacion.

Si fijamos una condicién - la ordenada de uno de sus puntos - la chapa sélo puede trasladarse segtn el eje
X y rotar; si fijamos dos condiciones - las coordenadas de uno de sus puntos - la chapa sélo puede rotar
alrededor del punto fijo; y si fijamos tres condiciones - las dos coordenadas de uno de sus puntos y una
coordenada de otro punto - la chapa a sido inmovilizada.

Si hacemos extensivo el razonamiento anterior a un cuerpo que se puede mover en el espacio se conclu-

ye que posee seis grados de libertad: tres traslaciones segun los ejes x, y, z y tres rotaciones alrededor de
los mismos. Son los seis movimientos independientes de un cuerpo en el espacio.

3.1.2.- VINCULOS PLANOS.-

“Todo dispositivo que condiciona total o parcialmente los movimientos de un chapa o cuerpo se llama
vinculo, enlace o conexion”. Pueden ser externos o absolutos si el movimiento impedido es con respecto
a la tierra, e internos o relativos si el movimiento impedido es con respecto a otra chapa o cuerpo.

Se los clasifica por el nimero de desplazamientos componentes e independientes impedidos; en base a
ello se distinguen tres tipos de vinculos para la estructuras planas:

- vinculos o enlaces de primera especie que impiden uno de los desplazamientos componentes, o sea que
restringen un grado de libertad.

- vinculos o enlaces de segunda especie que restringen dos grados de libertad.

- vinculos o enlaces de tercera especie que restringen tres grados de libertad

a) Vinculos de primera especie o simples.

Un dispositivo constituido por una pieza prismdtica de seccién triangular en cuya
arista superior se inserta un pasador, perno o articulacién , que lo une al punto A de

la chapa, y en su base apoya sobre rodillos que pueden rodar sobre un plano fijo a Fi 9" 38
tierra se llama apoyo movil.
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Estd impedida la traslacién de la chapa en la direccién “y”, pero puede rotar alrededor de A y trasladarse
en direccion “x”, es decir segtn el plano de rodamiento, que llamaremos direccion del apoyo movli,
fig.3.8. Cuando el punto A puede tender a levantarse, el enlace debe ser de doble efecto para impedir el

levantamiento mediante la colocacién de dispositivos adecuados a ello.-

Algunos dispositivos usados como vinculos simples se esquematizan en la fig. 3.9 cuyos nombres, de
izquierda a derecha, son los siguientes:

1-  Apoyo mévil

2- Biela o barra de enlace articulada en sus extremos: impide todo movimiento de traslacién en la direc-
cién de su propio eje.

3- Cable: impide la traslacion en direccién del eje “y” siempre que las fuerzas, actuantes sobre la chapa
tiendan a alargarlo.

4-  Apoyo sobre superficie sin rozamiento: vinculo simple de un solo efecto.

5- Balancin: vinculo simple de un solo efecto.

A

Fig. 3.9

En las méquinas se utiliza una gran variedad de enlaces y conexiones entre sus elementos que constituyen
vinculos de este tipo.

b) Vinculos de segunda especie o dobles

Si la base de la pieza prismatica descripta en a) estd fija a tierra se tiene un dispositivo llamado apoyo fijo

o articulacion que restringe dos grados de libertad a la chapa: las dos traslaciones “x” e “y”, quedando
s6lo un grado de libertad el de rotar alrededor de A, fig. 3.10.

Otro dispositivo equivalente se obtiene con dos barras doblemente articuladas o bielas no alineadas. Tam-
bién se estd ante este vinculo de segunda especie cuando se apoya la chapa sobre superficie rugosa siem-
pre que la componente “x” de la accién sea menor que la resistencia al rozamiento y que pueda rotar la
chapa alrededor del punto de contacto. Existen vinculos que s6lo permiten la traslacién en una direccion:
caso del carro sin articulacién o del empotramiento deslizante sobre rodillos o superficie lisa; su uso se

limita practicamente al campo mecénico.
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Los enlaces de segunda especie equivalen a dos vinculos de primera especie o simples, razén por la cual
se los llama también dobles.

¢) Vinculos de tercera especie o triples.

Si se fija un punto de la chapa y una direc- 7
cion, se inmovilizara totalmente la misma
suprimiéndose sus tres grados de libertad.
Este enlace se designa empotramiento, fig.

3.11

Con tres bielas no concurrentes o una arti-
culacién y un apoyo movil se obtiene el
mismo efecto.

Un empotramiento equivale a tres vinculos
simples.

3.1.3.- REACCIONES DE VINCULO.-

Consideremos una chapa vinculada a tierra en A mediante un
apoyo movil, fig. 3.12. Si sobre ella se ejerce una accién F, para
que la chapa se encuentre en reposo es necesario que F pase por
Ay que sea normal al plano de deslizamiento.

Esta accion F ejercida sobre la chapa se transmite al apoyo por el
punto A. La reaccién que por el cuarto principio de la estética,
nace en el vinculo serd opuesta a aquélla: se la llama reaccion de
vinculo o simplemente reaccion en A.

Ry=-F 6 A=-F

Si se supone suprimido el apoyo y se coloca en su lugar la reac-
cién, la chapa permanecerd en reposo. Esta operacién de suprimir
el enlace y colocar en su lugar la reaccién que en €l se origina se
llama poner en evidencia la reaccion. i ay 3.1c

Por lo tanto cuando en una chapa hay colocados un apoyo mdvil o cualquier otro enlace de primera espe-
cie, se conoce el punto de aplicacién y la direccién de la reaccién de vinculo, desconociéndose su intensi-
dad. Determinar la reaccion de un vinculo de N N
primera especie implica entonces el cdlculo de F F F
una sola incognita, la intensidad ya que el senti-
do surge del signo de ésta.

Consideremos ahora que la chapa tenga un vin-
culo de segunda especie, fig. 3.13; la accién F
debe pasar por A para que la chapa permanezca
en reposo. La reaccién de vinculo podrd tener
cualquier direccién, conociédose sélo su punto de
aplicacion A: determinarla implica dos incégnitas
intensidad y direccion o sus dos componentes x e

y.
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Consideremos finalmente que la chapa esté empotrada siendo A el baricentro de la seccién de empotra-
miento, fig. 3.14. La chapa estd inmovilizada y permanecera en reposo sea cual fuese la accién que sobre
ella se ejerza. La reaccién debe ser opuesta a la accidn y si esta se aplica en B, un punto cualquiera de la
chapa, en €l no hay vinculo alguno capaz de reaccionar. Como el enlace estd en A debe originarse en €l
un sistema par-fuerza equivalente a -F.

F
B/

En la secuencia gréfica de la figura 3.14 se indica como se pone en evidencia este sistema fuerza-par:

Se observa que un empotramiento reacciona mediante una fuerza A= R, (reaccion de empotramiento
y un par M (par de empotramiento), su determinacion implica el cdlculo de tres incognitas: intensidad
y direccién de la reaccién e intensidad del par, o bien las componentes x e y de la reaccién y la intensidad
del par.

3.1.4.- CONSTRICCION TOTAL, PARCIAL E IMPROPIA.-

Se ha visto que una chapa posee tres grados de libertad y que si la empotramos queda inmovilizada sin
posibilidad alguna de movimiento: se dice que hay constriccion total. También se logra constriccién total
de la chapa con tres apoyos simples o uno doble y uno simple, o sea colocando tantos vinculos simples
como grados de libertad posee; esto 1o hemos observado en el grafico 3.11.

Si colocamos mads vinculos de los estrictamente necesarios para inmovilizarla también se logra la cons-
triccion total. Los vinculos excedentes se llaman vinculos superabundantes o superfluos, fig.3.15.

5
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Hay constriccién parcial de la chapa si el nimero de
vinculos es inferior al requerido para inmovilizarla,
fig. 3.16.

Subsisten tanto grados de libertad como vinculos
simples faltan para completar los tres requeridos para
inmovilizar la chapa.

Pero aun cuando el niimero de vinculos simples sea

igual al de grados de libertad, existe posibilidad de ,
que alguno de ellos restrinja un movimiento ya im- ’
pedido por los otros vinculos, fig. 3.17. Fig. 316

[T}

En (a) el vinculo C impide las traslaciones “y”, restriccién que también imponen los vinculos en A y en
B. No existe en cambio vinculo que impida la traslacién en “x” de la chapa, por lo cual subsiste un grado
de libertad: se dice que hay constriccién impropia.

[

|l
N
\
A\l

(o) (o)
Tig. 3.7

En (b) los apoyos A y B fijan el punto D; el apoyo C impide la traslacion en la direccién CD, que esta
impedida por A y B, pero no restringe la rotacién alrededor de D.

En ambos casos el apoyo C no es eficiente cinemdticamente y se lo llama vinculo aparente.

En (c) hay dos vinculos aparentes, los apoyos B y C, que no adicionan ninguna condicién cinemadtica a las
impuestas por el apoyo fijo en A, permitiendo la rotacién de la chapa alrededor del punto A.

Tig. 318

Para establecer si un vinculo es o no aparente, figura 3.18, el método general consiste en suponerlo elimi-
nado con lo cual la chapa queda con un grado de libertad, que serd una rotacién alrededor de un punto
propio o impropio, llamado polo: se determina trazando las normales a los desplazamientos de dos de sus
puntos. Este polo serd entonces, la interseccion de las normales a dos apoyos méviles o, si hubiese, la
articulacién del apoyo fijo.
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Si la normal a la direccién del apoyo suprimido pasa también por el polo, el vinculo serd aparente por
cuanto no impide la rotacién alrededor del polo. Si la normal al apoyo suprimido no pasa por el polo, evi-
dentemente que al colocarlo, la chapa no podrd rotar y el apoyo resulta cinemdticamente eficiente por
cuanto impide un movimiento que los otros vinculos no impedian.

3.1.5.- SISTEMAS VINCULADOS PLANOS. DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE.-

En 2.7.2, se establecieron las condiciones que debia satisfacer un sistema plano de fuerzas para estar en
equilibrio, o sea para mantener en reposo la chapa sobre la que actdan. Ellas eran:

LX; =0 rX; =0 YM,=0
YY, =0 o sus alternativas YM,=0 YMz=0
L My=0 LMp=0 Y Mc=0

con las restricciones oportunamente puntualizadas para las posiciones de los puntos y del eje. Los centros
de momento A, B y C representan puntos cualesquiera del plano: frecuentemente resulta conveniente
adoptar como centros de momentos las intersecciones de las rectas de accién de las incégnitas.

Para el cumplimiento de las ecuaciones anteriores, la chapa sobre la que acttan las fuerzas se supone libre
en su plano. Esto constituye una hipdtesis a la que se llega luego de las consideraciones siguientes.

La chapa como representacién de una estructura plana, no se encuentra libre, sino que estd generalmente
inmovilizada por vinculos que las ligan a tierra o a otras chapas. Al sistema constituido por un conjunto
de puntos materiales (representados por la chapa) mds los vinculos colocados para inmovilizarlo se lo
denomina sistema vinculado plano.- Reservaremos la designacién de estructura plana para la chapa sin
sus vinculos.

Fig. 3.19

Consideremos un sistema vinculado sometido a la accién de las fuerzas Fy, F, y Fs (fig. 3.19): el sistema
presenta constriccion total y no hay vinculos aparentes ni superfluos.

En el apoyo fijo A se originard una reaccién pasante por dicho punto, y en el apoyo B la reaccién pasard
por B y serd normal a la direccién del plano de rodamiento. Si se eliminan los dispositivos de enlace en
Ay en B, colocando en su lugar las reacciones A y B que han originado las fuerzas activas, la chapa
permanecerd en reposo. Las fuerzas activas y reactivas que sobre ella actiian se encontrardn en equi-
librio debiendo satisfacer las ecuaciones generales reproducidas al comienzo de este apartado.

El diagrama que resulta de eliminar todos los enlaces y poner en evidencia las reacciones se llama dia-
grama de cuerpo libre.

En el diagrama de cuerpo libre es necesario considerar la totalidad de las fuerzas externas a él. Estas
serdn las fuerzas activas correspondientes a la accién ejercida sobre el cuerpo libre por otros cuerpos, y
las fuerzas reactivas correspondientes a los vinculos que se han separado. Se debe tener mucho cuidado
en indicar el sentido de las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre y no el de las ejercidas por él.- Las
Jfuerzas conocidas son generalmente las fuerzas activas, siendo en cambio desconocidas las reactivas .-
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En el diagrama de cuerpo libre debe conocerse ademds la geometria de la estructura, o sea todas sus
dimensiones lineales y angulares, debido a que se necesitan en el cdlculo de las componentes y momen-
tos de las fuerzas. Estas dimensiones pueden estar expresadas directamente o en funcién de las coordena-
das de los puntos de aplicacién de las fuerzas y de los puntos tomados como centros de momento.-En las
figuras que acompafian este texto se da por conocida dicha geometria aunque no se consigne la misma,
salvo que se exprese lo contrario.-

3.1.6.- SISTEMAS ISOSTATICOS.-

Si en el diagrama anterior, fig. 3.19, expresamos las fuerzas internas en funcién de sus componentes rec-
tangulares, observamos que tenemos tres incognitas Ay, A,y B; como disponemos de tres ecuaciones de
equilibro, el valor de las incégnitas puede calcularse por medio de ellas.

Estas reacciones cuyos valores quedan determinados por las condiciones o ecuaciones de equilibrio esta-
tico se designan reacciones estdticamente determinadas.

Y el sistema vinculado que ademds de presentar constriccion total tiene reacciones determinables estati-
camente se llama sistema isostdticamente sustentado o simplemente sistema isostdtico.

De las caracteristicas que debe reunir un sistema para ser isostdtico se deducirdn los requisitos que debe
satisfacer.-

Para que las reacciones sean estdticamente determinadas es necesario disponer de tantas ecuaciones de
equilibrio estatico como incdgnitas presente el sistema. Pero el nimero de éstas es igual al nimero de
vinculos simples que lo sustentan, y las ecuaciones de equilibrio que se pueden plantear son tantas como
grados de libertad posee la chapa.

Por lo tanto para que las reacciones sean estdticamente determinadas es necesario que el sistema posea
tantos vinculos simples como grados de libertad posee la chapa que lo forma. Esto es también valido si
el sistema estd formado por dos o mds chapas o, si se trata de una particula o de un cuerpo bajo la accién
de sitemas espaciales de fuerzas.-

Pero como debe existir inmovilidad total de la chapa la condicion anterior serd suficiente siempre que la
totalidad de vinculos sean cinemdticamente eficientes o sea debe verificarse que no existan vinculos
aparentes.

3.1.7.- SISTEMAS HIPERESTATICOS.-

Si el sistema presenta constriccion total pero con mads vinculos que los estrictamente requeridos para la
inmovilidad de la chapa, fig. 3.20, se van a tener mds incdgnitas que ecuaciones de equlibrio y no se pue-
den determinar todas ellas.

Ax

Fig. 3.20

Aunque las ecuaciones ) M= 0 y > M;g = 0 dan las componentes verticales By y Ay, respectivamente, la

ecuacion Y X = 0 da solamente la sumatoria (Ax - Bx) de las componentes horizontales de las reacciones
en Ay en B, faltando una ecuacién para dejar determinadas las incégnitas Ax y Bx.- Una de ellas es estd-
ticamente indeterminada: Ax y Bx pueden calcularse abandonando la hipétesis de rigidez de la chapa y
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considerando las deformaciones producidas por las cargas. Este método estd fuera del alcance de la estati-
ca, y el sistema que presenta esta sustentacion se llama sistema hiperestdtico. El grado de hiperestaticidad
de un sistema queda expresado por la diferencia entre el nimero de incdgnitas a calcular (expresado por
el ndmero de vinculos simples que posee) y el niimero de ecuaciones estiticas que se pueden plantear
para el sistema. Expresa el niimero de incégnitas que no pueden resolverse mediante ecuaciones estaticas
y debe recurrirse a ecuaciones eldsticas. El de la figura constituye un sistema hiperestatico de primer gra-
do pues posee cuatro vinculos simples y para la chapa disponemos sélo de tres ecuaciones de equilibrio.
Determinada una de las componentes estdticamente indeterminadas, Ax o Bx, mediante una ecuacién

eldstica, se calcula la otra con la expresion ZX =0.

Las estructuras correspondientes a sistemas que presentan inmovilidad total, isostaticas o hiperestaticas se
llaman Estructuras Estacionarias y son las requeridas en las construcciones.

En las mdquinas en cambio hay estructuras que deben ser mdviles y presentar consecuentemente constric-
cién parcial. Tal el caso de un chasis de camién o vagén de ferrocarril que para cumplir su funcién como
madquina de transporte debe tener libertad de movimiento de direccién x. Fig. 3.21

/ El reposo existird para condiciones particulares de carga, como el
indicado, donde no hay componente x de las fuerzas activas y la

l l l l ecuacion ZXi = (0 se nos transforma en una identidad O = 0.-Con
]I |

la ecuacién Z M, = 0 se determina By ; con Z Y; = 0 se calcula
T . Ay-

Fig 3721 Si se presenta componente x de las fuerzas activas cesa el reposo , el
sistema entra en movimiento y el problema cae en el campo de la
dindmica.

3.1.8.- DETERMINACION DE REACCIONES EN SISTEMAS ISOSTATICOS DE UNA CHAPA.-.
3.1.8.1.- Determinacion Analitica.-

Consideremos un sistema isostdtico formado
por una sola chapa, fig. 3.22 ; construyamos su
diagrama de cuerpo libre.-

A las incdgnitas se les supone un sentido y se
plantean las tres ecuaciones de equilibrio; como
las incégnitas son también tres, su valor se
obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones
expresado.-

Fia. 3.22
Para simplificar esta resolucién conviene plantear ecuaciones de momento de modo que aparezca una sola
incégnita. Para ello se toma momento con respecto al punto A, interseccion de las rectas de accién de Ax
y Ay, y se despeja el valor de B. Luego se toma momento respecto a D , interseccién de Ax y B, despe-
jandose Ay.- Para poner en evidencia el sentido de los momentos, su signo se ha tomado igual al de la
rotacién que la fuerza tiende a producir alrededor del centro de momentos por lo cual, las fuerzas y sus
brazos deben introducirse en valor absoluto.- Si se quiere se puede operar matematicamente, respetando

signos de fuerzas y coordenadas, con las expresiones [ Z Mi0 = Z x, Y, —y;X;)=0].-

+ T Y Ma=-(yi-ya) Xi - (1-Xa) Y1 + (Y2-Ya) X2 - (X2-X4) Y2 + (Xg-X4) B=0

= B= ; [(y1- ya) Xi+ (Xi- Xa) Y - (y2- Ya) Xo + (X2- Xa) Y2

XB — XA

+_T Y Mp =- (Xp-Xa) Ay + (xp-x1) Y - (¥1-yp) Xi + (¥2-yp) Xz - (X2-Xp) Y2 =0

1
= Ay= — ((xp- x1) Y1 - (yi- yp) Xi + (¥2- Yp) X2 - (X2~ Xp) Y>

Xp — XA
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Finalmente se suman las componentes x obteniéndose Ax:
ZXi=AX+X1-X2 =0 = AX=X2-X1

Si los resultados son positivos los sentidos supuestos son correctos en cambio deben ser invertidos cuan-
do los valores finales de las incdgnitas sean negativos.

Cuando la chapa pueda representarse por un segmento de recta, como en el caso de vigas, Fig. 3.23, el

procedimiento se simplifica si se toman como puntos de aplicacién de las fuerzas las intersecciones de sus
rectas de accién con el eje de la viga, pues desaparecen los momentos de las componentes X.

Fy Fa }y fl IYE
|
AL 1B — A RSN 2 B~

”””””” — T i ? L
7.
AV Y

\ L |
Fig. 3.23
1
+ T  EIMy=-x,Y-%Y,+LB=0 B= f.[x,Y, +X,Y,]
1
+ T  YMp=-LA+(@L-%)Y,+@L-xX)Y,=0 A= I.[(L—x,)Y, +(L-x,)Y,]
+—> ZXi=Ax+ XI-X2=0 S AX=X2-X1
Y2
Y o« ><8 x
Y-
‘ ‘ L
Fig. 3.24
En el caso de una viga empotrada, fig. 3.24 se tendré :
+_T ZMA=mA-X1Y1-X2Y2=O . my = X1Y1+X2Y2
+T  LYi=A,-Y,-Y,=0 A=Y, +Y,
+— ZX, = AX+X1 -X2=0 . Ax= -X1 +X2

En estos dos ejemplos las expresiones Y. M, =0 en el primero, y Y. Y; en el segundo, se pueden utilizar
para verificar las operaciones aritméticas. Se debe llegar a una identidad, 0 =0 .-

3.1.8.2.- Determinacion Grafica.-

Si la determinacidén de las reacciones se hace en forma
grédfica se observa que el problema consiste en equili-
brar el sistema de fuerzas activas o su equivalente, con
dos fuerzas reactivas cuyos puntos de aplicacién se
conocen siendo también conocida la direccién de la
reaccion del apoyo movil. Este problema fue tratado
como “descomposicién de una fuerza en dos”, la dife-
rencia que ahora se trata de determinar equilibrantes en
lugar de componentes. Veamos algunos ejemplos:
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1) Consideremos el caso que la resultante de las fuerzas activas y la normal a la direccién del apoyo mévil
se corten en un punto del plano del dibujo, fig. 3.25. Como tres fuerzas para estar en equilibrio en el plano
deben ser concurrentes a un punto, la reaccion A pasard forzosamente por el punto de concurrencia N.
Hay que equilibrar una fuerza R con fuerzas de direccién concurrentes a uno de sus puntos; esto consti-
tuye un procedimiento conocido que se indica en el grafico.

2) Sea el sistema isostdtico de la fig. 3.26. Construimos el poligono de fuerzas activas E, E s E;
adoptamos un polo Oy trazamos los rayos polares 1, 2, 3, 4. El sistema de fuerzas externas de la chapa
estd integrado por las fuerzas activas nombradas y las fuerzas reactivas Ay B de las cuales sabemos

que pasan por los puntos A y B y que esta dltima es normal a la direccién del apoyo mévil.
C, 3
L

Fig. 3.26

El orden en que consideramos las fuerzas externas serd: A, F;, F,, Fs;, B es decir que vamos tomando
las fuerzas de izquierda a derecha en el orden que se ubican en la estructura.-

Por A, tnico punto conocido de la reaccion en el apoyo izquierdo, trazo una paralela al rayo polar 1
hasta cortar a F, y se obtiene el lado I del funicular; continuando la construccién del poligono funicular
de las fuerzas activas se obtiene el poligono I-II-III-IV. Los lados 1.y IV constituyen un funicular de R,
resultante de las fuerzas activas, y cortan a las rectas de accidn de las reacciones en A y B, .- Estoy ante el
problema estudiado en el apartado 2.9.1 con la diferencia que en lugar de componentes debo hallar sus
opuestas o sea equilibrantes.

Uniendo A con B, obtengo el lado del poligono funicular comprendido entre las reacciones A y B que se
designa “Iinea de cierre”. Por O trazo un rayo polar paralelo a la linea de cierre y se lo intercepta en C,,
con una recta paralela a la direccién de la reaccion en el apoyo mdvil B, que se traza por C; extremo

de R. Determinado C,, lo uno con C; y demostraremos que C,C, y C,C, son vectores representativos de
las reacciones en B y en A respectivamente.

El poligono de fuerzas C,C, - F, - F, - F; - C,C, es cerrado cumpliendo la primer condicién grafica de
equilibrio de los sistemas planos.

Los rayos polares 0 (cero) y 5 que resultan de unir el polo con el origen de la primer fuerza y el extremo
de la dltima son coincidentes y, por construccion, paralelos a la linea de cierre. Esta resulta ser coinci-
dente con los lados extremos O y V, del funicular de las fuerzas externas que es por ello cerrado y cumple
con la segunda condicién gréafica de equilibrio.

Ademds C,C, es — por construccién - de direccion normal al apoyo B y la recta de accién de la fuerza

que representa pasa por B porque al tridngulo polar 4 - 5 - C,C, corresponde el haz de centro B, en el cual

la paralela a C,C, pasa por B. La recta de accién de la fuerza representada por el vector C,C, pasa por A
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ya que al tridngulo polar 0 - 1 - C,C, corresponde el haz de centro justamente en A. Quedan entonces

totalmente determinadas las reacciones.
3) Consideramos la viga indicada en la fig. 3.27 sometida a cargas verticales:

Los tramos de la viga que sobresalen a izquierda y derecha de los apoyos se los designa como voladi-
208 .-

Fig. 3.27

Al ser las cargas verticales y el apoyo moévil horizontal, las dos reacciones serdn de direccion vertical.

Siendo conocidas las rectas de accién de ambas reacciones no hay necesidad de hacer pasar el primer lado
del funicular de las fuerzas activas por el punto A, pudiéndose optar por un punto cualquiera de ella.- Este
punto, A, y la interseccién del dltimo lado del mismo funicular con la recta de accién de B, punto By,
determinan la linea de cierre. La paralela a ésta por el polo determina los vectores representativos de las
reacciones A y B que, interpretados en escala de fuerzas, nos permite establecer sus intensidades y sen-
tidos.

Si hubiese fuerzas oblicuas y el apoyo fijo estuviese en B, harfamos pasar el tltimo lado del funicular de
las fuerzas por B y la construccién la harfamos de derecha a izquierda.

4) La chapa de eje poligonal indicada en la fig. 3.28 representa una estructura llamada pdrtico. Esta sus-
tentada por tres vinculos simples cinemdticamente eficientes ya que sus normales no son concurrentes a
un mismo punto. El sistema es isostdtico.

Fo >
§ E I%*EBO D = R T, CO

7 T 111 v
-
7 Vg
1 _ 7 _
— R E
!
I}
!
C
A A
A
Fig. 3.28
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Si se imagina suprimido el vinculo C se estard en presencia de una chapa con un grado de libertad, cuyo
polo es B, interseccion de las normales a ambos apoyos mdviles. Es decir que los apoyos mdviles en A 'y
B equivalen cinemdticamente a un apoyo fijo que llamamos B*.-

Puedo ahora determinar las reacciones B* y C mediante un poligono funicular cuyo lado I pasa por B*
coincidente con By , intercepta F; y prosigue hasta que el lado IV corta en Cy la reaccién en C.- Obteni-

do B*la descompongo segtin las normales a los apoyos A y B y se obtienen las reacciones A y B.

5) Consideremos finalmente una viga empotrada en su extremo derecho, fig. 3.29.

Fig. 3.29

El sistema de acciones externas estard ahora constituido por E s E (activas) y B R ﬁlB (reactivas).

Se construye el funicular de las fuerzas activas y se determina la posicién de la resultante R de las mis-
mas.

La reaccidén en B es igual y de sentido contrario a R, pero al no ser colineales, para equilibrar el sistema
se tendrd que aplicar en B un momento igual y de sentido contrario al de R respecto al punto B. Este
momento se determina gréficamente (ver 2.8.4) trazando por B una paralela a R que al interceptar los
lados Ly IIT determina un segmento que, interpretado en la escala de momentos (Esc.mom. = h x Esc.

Long. X Esc. Fzas.) nos da el valor del par de empotramiento 1j .-

3.2.- CADENAS CINEMATICAS ABIERTAS Y CERRADAS.-

Consideremos dos chapas S; y S,, fig. 3.30. Cada una de ellas posee tres grados de libertad y las dos, en
conjunto, seis.

A

g=n+2=4

Fig. 3.30

Vinculemos entre si ambas chapas, mediante una articulaciéon A,,, denominada articulacion relativa o
intermedia.-

Si a la chapa S, le imponemos tres condiciones de vinculo, por ejemplo un apoyo fijo en A y otro mévil
en B, quedard inmdvil, y el punto A, en que se articulan ambas chapas, por pertenecer una chapa rigida
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inmovilizada, S;, estard también fijo. En consecuencia, la tinica posibilidad de movimiento de la chapa S,
sera una rotacion en torno a A .

Si queremos fijarla a tierra bastard con imponerle una condicién de vinculo, por ejemplo un apoyo mévil
en C. Es decir que, para fijar a tierra las dos chapas articuladas entre si, s6lo ha sido necesario imponerle
cuatro condiciones de vinculo, o sea dos menos que consideradas separadamente.

El sistema constituido por dos chapas articuladas recibe el nombre de cadena cinemadtica de dos chapas.

El conjunto de las dos chapas consideradas independientemente poseia seis grados de libertad, y el hecho
de articularlas entre si le restringe dos de ellos. Esta articulacién constituye un vinculo interno, a diferen-
cia de las articulaciones a tierra que son vinculos externos. Si recordamos que las articulaciones externas
también restringen dos grados de libertad, podemos expresar, generalizando, que cualquier articulacién
aplicada a una chapa, sea de vinculo externo o interno, restringe dos grados de libertad.

Para una cadena cinemadtica abierta de n chapas existen n-1 articulaciones intermedias. Cada chapa po-
see tres grados de libertad y cada articulacion restringe dos; el nimero de grados de libertad de una cade-
na cinemadtica abierta de n chapas resulta ser:

g=3n-2(n-1)=3n-2n+2=n+2
y para fijarla a tierra serd necesario imponerle n + 2 vinculos simples.

Si consideramos ahora que la cadena

cinemadtica fuese cerrada, fig 3.31 es Q
decir que la primera y la dltima cha-

pa estén articuladas entre si, y lla-

mando n el nimero de chapas y de

articulaciones relativas, el nimero de

grados de libertad que poseerd la

cadena cimemadtica cerrada serd:

En general los grados de libertad de

. . . g=n=3
un sistema plano vinculado consti-
tuido por chapas o barras articuladas F g
entre si, formando o no recintos ce- ‘
rrados , se establece con la férmula:
g=n-2(k-1)

en donde: g el niimero de grados de libertad; n es el nimero de chapas o barras y k es el niumero de re-
cintos cerrados.

Para k=0 (fig.3.30): g=n+2, que es la expresion obtenida para cadenas abiertas.-
Para k=1 (fig.3.31): g=n, que es la expresién obtenida para cadenas cerradas.-
Para k=2 (fig.3.32): g=n-2.-

n=10
k=2

g=n—-2=8

Fig. 3.32
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Repetimos que para fijar una cadena cinemdtica necesitamos tantos vinculos simples externos como
grados de libertad posee, fig. 3.33.

La anterior es una condicidn necesaria, pero no suficiente para obtener la inmovilidad de las chapas ya
que puede existir un vinculo aparente. Se debe por lo tanto verificar si los vinculos son cineméaticamente
eficientes o aparentes, lo que se hace con el método general dado en 3.1.4.

(A
VAW ‘A
AN

Ay

n=2; g=4; v=4 n=3; g=5 Vv=5

Fig. 3.33

Tomando el sistema vinculado de dos chapas de la fig. 3.34, supongamos suprimido el apoyo mévil C;
nos queda una cadena cinemadtica con un grado de libertad: una rotacién de la chapa S, alrededor de su
polo O, coincidente con A ;..-

Como la normal al apoyo C no pasa por O, se deduce que el vinculo es cinemdticamente eficiente. Si qui-
siéramos verificar la eficiencia del apoyo B, lo imaginamos suprimido; la chapa S; puede rotar alrededor
de O, = A: el vinculo en C no es aparente por cuanto su normal no pasa por A.-

Para las cadenas de tres chapas la verificacién es efectuada en igual forma y se indica a continuacion, fig.
3.35.
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La normal al apoyo mévil C del sistema vinculado de tres chapas de la fig. 3.35 no pasa por el polo O, de
la chapa S, de la cadena cinemaética que resulta al suprimir dicho apoyo. Por lo tanto el vinculo en C no es
aparente. Igual condicién se cumple cuando el vinculo suprimido es el apoyo D: determinados los polos
de la cadena resultante observamos que la normal a dicho apoyo no pasa por Os.

En cambio en el sistema de la fig. 3.36 la normal al apoyo mévil en B pasa por O, polo de la chapa S,: El

vinculo B es aparente.

Verificando que el nimero de vinculos simples es igual al niimero de grados de libertad de la cadena ci-
nematica, y que ninguno de ellos es aparente, la cadena estd inmovilizada y presenta constriccion total.-

El conjunto de las n chapas y sus n + 2 vinculos simples cinemdticamente eficientes constituyen un
sistema isostdtico de n chapas con tantas incognitas como ecuaciones de equilibrio disponibles. Si la
cadena fuese cerrada solo necesitaria n vinculos simples no aparentes, en lugar de los n + 2 que re-
quieren las cadenas abiertas.-

Si la chapas presentan constriccidn total pero con un nimero de vinculos simples mayor del estrictamente
necesario se tendria un sistema hiperestdtico de n chapas.-

La articulacién relativa entre dos chapas de una cadena cinema-
tica puede también concebirse en la forma que muestra la fig.
3.37, es decir mediante dos bielas.

En este caso la articulacidn relativa serd ficticia y se encontrard
en el punto de interseccién de las bielas. En efecto supongamos
por un momento que S; se encuentra fijada a tierra. La existen-
cia de la biela MN obliga al punto N a desplazarse segtin n-n,
normal a MN, y el punto R, por la presencia de QR, deberd for-
zosamente hacerlo en la direccién r-r normal a QR. Conocidos
los desplazamientos de dos de los puntos de la chapa S, se tra-
zan sus normales ( que son las prolongaciones de los ejes de las
bielas) y en su interseccién A, estard el polo de la chapa S,, es
decir el punto alrededor del cual rota una de ellas cuando se ‘
supone fija la otra chapa. M g 3.3/

Si las dos bielas son paralelas, la articulacion relativa ficticia se encontrard en el punto impropio de la
direccién comun a aquéllas. En tal caso el desplazamiento relativo entre las chapas serd una rotacion alre-
dedor del polo impropio, es decir una traslacion.

3.2.1.- DETERMINACION DE RACCIONES EN SISTEMAS DE VARIAS CHAPAS.-

Estudiaremos el tema en el siguiente orden:

1.- Determinacién de reacciones en base a la aplicacién de ecuaciones de equilibrio de todo el sistema de
fuerzas planteado en un diagrama de cuerpo libre para toda la estructura.
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2.- Determinacién de reacciones en base a la aplicacién de las condiciones de equilibrio de las fuerzas
actuantes en cada una de las chapas del sistema, planteando un sistema de equilibrio para cada una de
ellas separadamente. En el diagrama de cuerpo libre de cada chapa deben ponerse en evidencia, a mas de
las reacciones externas, las internas o interacciones que nacen entre ellas al actuar las cargas.

3.- Determinacién gréfica.

4.- Determinacion de reacciones en vigas articuladas o vigas Gerber.

3.2.1.1.- Determinacién Analitica General.-

Consiste en plantear el diagrama de cuerpo libre a toda la estructura, es decir considerar el conjunto de
chapas sometidas a la totalidad de las fuerzas externas, activas y reactivas, y establecer las ecuaciones de

equilibrio que en cada caso correspondan.

Sea el sistema de la fig. 3.38 del cual se conocen todas las dimensiones y se pueden determinar las coor-
denadas de todos los puntos particulares respecto a un sistema x-y.

Y
I Yl YE
Xy
—>
Ax

Tig. 3.38

Analicemos en primer término la isostaticidad del sistema:

vinculos simples: v.s.=4

grados de libertad: gl.=n+2=4
vinculos aparentes: v.a.=no hay
resultado del anélisis: afirmativo

A la derecha se ha trazado el diagrama de la estructura libre donde observamos cuatro incognitas:
Ax;Ay;B;C

Para determinarlas disponemos por una parte de las tres ecuaciones generales de equilibrio para un siste-
ma plano de fuerzas. Ademds la existencia de la articulacién A, exige, para que las chapas estén en re-
poso, que el momento de las fuerzas situadas a izquierda de la articulacién (o derecha) sea nulo. Eviden-
temente si imaginamos fija la chapa S, y si el momento de las fuerzas situadas a la izquierda de la A,
fuese distinto de cero la chapa S, rotarfa; y viceversa, la chapa S, rotarfa en torno de A, si el momento
de las fuerzas situadas a la derecha de este punto no fuese nulo e imaginamos a S, fija.

Esta condicién fisica, independientemente de las tres anteriores se expresa matematicamente por cual-
quiera de las ecuaciones siguientes:

izquierda derecha
Mlzqmer — M —
LM =0 LM, =0
Dispondremos por lo tanto de un sistema de cuatro ecuaciones independientes:

YyX=0 YY=0 Y M,=0 ZMquerda=0

1-2
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con el que queda definido el valor de las cuatro incognitas.

Conviene plantear las ecuaciones de equilibrio en forma tal que aparezca, en lo posible, una sola incég-
nita por ecuacién. Para ello se pueden utilizar ecuaciones alternativas de momentos de todas las fuerzas
del sistema respecto a puntos (articulaciones externas en general) distintos del A y/o tomando momentos
respecto a articulaciones relativas de las fuerzas ubicadas a su derecha en vez de las ubicadas a su iz-
quierda.- En las ecuaciones de momentos que se plantean a continuacién se toma el signo en funcién del
sentido de rotacién que la fuerza tiende a producir alrededor del centro de momentos y, en valor absoluto,
la intensidad de la fuerza y la longitud del brazo de palanca.-

+_T X MdAelriCha = (X - Xa12) Csen B¢ - (yar2 — yc) € cos Oc - (X2 - Xa12) Y2 - (Y2 - Yar2) X2 =0
De esta ecuacion se despeja la reaccion C.

+T X M, =(xc-xa) Cy+ (Yo - ¥a) Cx - (X2 - Xa) Yo + (¥2 - ya) X + (Xp - Xo) B sen 0 +
+ (y—ya) Bcos B - (X1 -xa) Yi-(y1-ya) X1 =0
De esta ecuacion se despeja la reaccion B.
ZXi=Ax+X1—Bx-X2—CX=0 . AX=-X1+B)(+X2+CX

ZYi=Ay-Y1+By-Y2+CY=0 R AY= Yl—By+Y2—CY

Los sentidos de las incégnitas han sido supuestos, quedando confirmados si los valores resultantes son
positivos debiendo ser cambiados en caso contrario. Se reitera: en la primer ecuacion intervienen solo
fuerzas situadas a la derecha del centro de momentos tomado, la articulacion A;., entre ambas chapas.
En las tres ecuaciones restantes deben considerarse la totalidad de las fuerzas externas.

Analicemos el sistema de la fig. 3.39

v.a. = no hay. ( En este sistema se
presenta constriccién impropia si las
tres articulaciones estan alineadas).

El sistema es isostdtico.

Fig. 3.39

Trazado el diagrama de la estructura libre, se plantean las ecuaciones que nos permiten determinar las
incégnitas Ay, Ay, Bx, By.

Del sistema de dos ecuaciones:

derecha
Y M A, =0

Y M A =0
se calculan By, By
Delaecuacién Y X;=0 se despeja Ax
Delaecuacién Y Y;=0 se despeja Ay

Veamos sistemas de tres chapas, fig. 3.40:
Disponemos ahora de cinco ecuaciones: las tres de equilibrio general y una de equilibrio parcial para cada
una de las articulaciones intermedias.
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derecha __ _
Y My, =0 = D =
¥ M - C=
Z MA = O = B =
Z Xi =0 = AX =
Z Yi =0 = AY

v.a. = no hay; se
g} 1 —- analizé en 3.2
o/

a0° .
El sistema es

Ay isostdtico

Fig. 3.40

Si se tuviese un ntimero n de chapas, la cadena cinemdtica tendria n + 2 grados de libertad. Para inmovi-
lizarla hay que colocar n + 2 vinculos simples cinemdticamente eficientes, que seria también el nimero
de incégnitas a determinar. Dispondremos de las tres ecuaciones de equilibrio general del sistema de
fuerzas, mds una ecuacién de equilibrio parcial por cada articulacién relativa; el nimero de ecuaciones
seria:

E=3+(-1)=n+2

es decir estamos ante un sistema estaticamente determinado. Se resuelve en la forma vista en los ejemplos
anteriores.

3.2.1.2.- Resolucion Por Chapas Separadas.-

Corresponde en este caso dos tipos de andlisis seglin exista o no alguna chapa que tenga tres vinculos
simples a tierra que la inmovilizan. Si hay una chapa en tales condiciones las cargas que sobre ella actian
son equilibrada por las reacciones de los tres vinculos simples externos, no trasmitiendo accién alguna a
las chapas articuladas a ella. Por el contrario la chapa inmovilizada recibe la accién de las otras y reaccio-
na ante ellas. Debe comenzar a resolverse por aquella chapa que apoya en la otra.

Consideremos el caso del sistema vinculado de la fig. 3.41, en donde la articulacién relativa A, entre las
chapas S; y S, la designamos con la letra H con el solo objeto de simplificar la nomenclatura: en adelante
utilizaremos indistintamente las letras A, y A3 0 Hy K para designar las articulaciones relativas entre
las chapas, S;-S, y S,- S; respectivamente.

Fig. 3.41

Separamos las chapas S; y S, efectuando un corte por la articulacién H. Para mantener la estabilidad de
cada una de ellas es necesario aplicar las intereacciones que en H originan las acciones externas: esta
reaccion interna estd constituida por dos fuerzas iguales y opuestas pasantes por el punto a las que desig-
naremos con H y - H. Sus componentes rectangulares serdn Hx y Hy a las que supondremos un sentido
que se confirmard o no segin que el resultado de los célculos dé valores positivos o negativos.-
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Se trazan los diagramas de cuerpo libre de las chapas S; y S, separadamente. En la S,, no inmovilizada
por sus propios vinculos externos, aparecen tres incognitas: C, Hx, Hy; en cambio en la S, inmovilizada
por sus propios vinculos externos, surgen cinco incégnitas: Ax, Ay, B, Hx, Hy.

Como para cada una de las chapas disponemos de sélo de tres ecuaciones de equilibrio independientes se
comienza el cdlculo con la S,. De su diagrama de cuerpo libre planteamos las siguientes ecuaciones:

Y. My = 0, que permite despejar y calcular el valor de C.
Y X; =0, de esta ecuacidn se obtiene el valor de Hy.
Y Y; =0, de la cual se despeja Hy.

Previo a continuar con la chapa S;, donde se utilizardn los valores obtenidos de C, Hx, Hy, conviene veri-
ficar los célculos realizados. Para esto se comprueba el cumplimiento de alguna otra ecuacién de equili-
brio, distinta de las ya utilizadas y en la que preferentemente aparezca el mayor niimero de incégnitas
calculadas, por ejemplo la ecuacion de momento respecto al punto de aplicacién de F,, Y. M, =0, en la
que aparecen C, Hx, Hy. Al volcar en ella los valores obtenidos debe llegarse a una identidad 0 = 0 [ce-
ro = cero]. De no ser asi debe repetirse el cdlculo para localizar el error y proceder a su correccion.

Pero esta identidad es una expresion tedrica cuya exactitud numérica puede ser absoluta sélo si trabaja-
mos con nimeros enteros o fraccionarios pero en cuanto aparecen nimeros irracionales o racionales en
cuya escritura decimal finita o periddica despreciamos cifras a partir de cierto rango, llegaremos a valores
Cercanos a cero pero no a éste.

En la solucién de un determinado problema la precision de los valores requeridos como solucién depen-
den de: 1) la trascendencia del problema a resolver; 2) el grado de exactitud de los datos utilizados y 3) la
precisién de los célculos.

Dentro del marco de las aplicaciones comunes de la Ingenieria Civil, una diferencia aceptable en la exac-
titud es del orden del dos por mil (2%ov).- Dado que a la precisién del cdlculo podemos aumentarla a me-
dida que aumentamos las cifras significativas de los nimeros con que operamos, la cuestién radica en
establecer el numero de cifras necesario para asegurar una precisién igual o superior al grado de exactitud
de los datos que se emplean. Pricticamente, utilizando una calculadora electrénica de bolsillo, ello se
obtiene tomando cuatro cifras en los nimeros que comienzan con 1 y tres cifras en los otros.

Cuando en la verificacién de los cdlculos llegamos a que en uno de los miembros es cero y el otro es un
valor cercano a éste podemos dar por verificados los valores en consideracién ya que, cuando hay alguna

equivocacién operativa ello se evidencia por la magnitud de la desigualdad que suele ser grosera

Del diagrama de cuerpo libre de la chapa S; planteamos las siguientes ecuaciones.

YM,=0 de donde se obtiene B=..
YX =0 de donde se obtiene Ax=...
YY =0 de donde se obtiene Ay =

Obtenidos estos valores se verifican con otra ecuacién, por ejemplo Y, M; = 0. Si resulta satisfactorio te-
nemos el problema resuelto.

Veamos otro ejemplo en un sistema de tres chapas, fig.3.42.

Se ha efectuado el diagrama de cuerpo libre para cada una de las chapas constitutivas del sistema isostati-
co de la figura. Cada articulacién intermedia, como las externas, implican dos incégnitas por cuanto sélo
conocemos un punto de la recta de accién de la reaccidn interna.

Se pone ahora en evidencia la conveniencia matemadtica de comenzar a resolver chapa a chapa a partir de
aquélla que no recibe ninguna accién de las otras, dejando para el final la chapa inmovilizada por sus pro-
pios vinculos.- Efectivamente:
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En la chapa S, se nos presentan cinco incégnitas: Ax, Ay, B, Hx, Hy
En la S, también son cinco: Hx, Hy, C, Kx, Ky
en cambio en la chapa S; tenemos tres incégnitas: Kx, Ky, D

Como para cada chapa tenemos tres ecuaciones de equilibrio, las planteamos para la chapa S; y determi-
naremos las tres incognitas. Los valores de las reacciones internas, Kx, Ky, calculados y verificados los
introducimos con sentido cambiado como accién sobre la chapa S, y determinamos los valores de las tres
incégnitas que nos quedan en ésta: C, Hx, Hy.

Fig. 3.42

Estos dos ultimos tomados como accién sobre la chapa S;, permiten calcular: Ay, Ay, B.

Analicemos sistemas en que ninguna de las chapas posea tres vinculos simples a tierra. En este caso
ninguna de la chapas estd inmovilizada por sus propios vinculos, requiriendo todas la presencia de las
otras para su inmovilidad.

Analiticamente ésto se traduce en que se presentan cuatro o mds incdgnitas en todas las chapas, no pu-
diendo determinarse independientemente las reacciones de ellas.

No obstante ello, subsiste la validez del método anterior por cuanto si se establece el nimero de incogni-
tas y el nimero total de ecuaciones a razén de tres por chapa, de la igualdad de ambos surge que las reac-
ciones externas e internas son estiticamente determinables.

Consideremos el sistema de dos chapas de la fig. 3.43, que ya fuera resuelto por el método general, y
analicenmos la posibilidad de resolver chapa a chapa separadamente, calculando no sélo las reacciones de
vinculo externo sino también las que se originan internamente en las articulaciones intermedias.

L

Fig. 343
Incoégnitas: Ax, Ay, Bx, By, Hx, Hy .. I=6
Ecuaciones: 3n=3x2=6 E=6
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Para reducir el sistema de ecuaciones a resolver, conviene plantear en primer término ecuaciones en que
s6lo aparezcan las reacciones internas, para lo cual en cada chapa se toma momento con respecto al punto
de concurrencia de las incégnitas externas.

Chapa S;: Y M,=0 ]
t de ambas se despejan: Hyx, Hy
Chapa S;: Y Mp=0 J
Chapa S;: YX;=0 se despeja Ax
YYi=0 se despeja Ay
Chapa S, Y X=0 se despeja Bx
YYi=0 se despeja By

Los sentidos supuestos para las incognitas quedan ratificados si el resultado es positivo, debiendo cam-
biarse en caso contrario.

Si se tratase de un sistema de tres chapas como el indicado en la fig. 3.44 y luego de verificar que la nor-
mal a la direccién del apoyo B no pasa por el polo de la chapa S, en la cadena que resulta al suponerlo
eliminado, se procede al trazado de los diagramas de chapa libre para cada una de las que constituyen el
sistema isostdtico. Para ello se suprimen los vinculos eternos e internos y en su lugar se aplican las reac-
ciones de los mismos juntamente con todas las fuerzas activas.-

Fig. 3.44

Se observa que se presentan nueve incognitas, cinco reacciones externas (Ax, Ay, B, Cx, Cy) y cuatro
internas (Hx, Hy, Kx, Ky).

Se dispone de 3n = 3 x 3 = 9 ecuaciones estdticas. Las reacciones son estdticamente determinadas pero
ninguna chapa presenta sélo tres incognitas lo que nos simplificaria el cdlculo. Se pueden plantear para
cada chapa ecuaciones de momento respecto a puntos para los cuales se anule el momento de las reaccio-
nes externas lo que permite el cdlculo de las internas, mediante un sistema de cuatro ecuaciones con cua-
tro incégnitas:

Chapa S;: Y M, =0, Chapa S,:), Mg =0, Chapa S,: Y Mp =0, Chapa S;: Y Mc=0.
El punto D es uno cualquiera de la recta de accién de B.- De ellas se determinan: H,, H,, K, K,.

Se prosigue con :
ChapaS;: XX;=0 y Y Y;=0, determindndose A,, A, ;
Chapa S;: ¥ My =0, determindndose B;
ChapaS;: XX;=0 y Y Y;=0, determindndose Cy, C, .-
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3.2.1.3.- Determinacion Grafica.

Consideremos en primer término el caso de un sistema isostatico en que una de las chapas posee vinculos
a tierra que garanticen su inmovilidad con independencia de las otras chapas, fig. 3.45.

Tomemos en primer término la chapa S, que necesita apoyar en S, para ser estable. En ella conocemos F,
y la direccién de la reaccién A: por su intersecciéon N; debe pasar la reaccién H. En la forma conocida
comenzamos con la construccién del poligono de fuerzas con el tridngulo de equilibrio entre Fi, H, y
R A. Consideremos ahora la chapa S,: sobre ella actia - ﬁ,
ya determinada y la accién externa F, que se interceptan en
N,. Compuestas definen ﬁz, resultante de las acciones ex-
ternas sobre S, ; interceptada por B en N3 determina la
direccién de C. Se construye el tridngulo de equilibrio en-
tre Ry, B y C con lo que queda resuelto el problema.

Si ninguna de las chapas posee tres vinculos a tierra la de-
terminacion grdfica de las reacciones de vinculo en un
Fi 0. 245 sistema isostatico de varias chapas se realiza cargando suce-
siva e individualmente cada una de ellas.

La direccién de las reacciones internas correspondientes a las articulaciones intermedias, queda definida
por la recta de accién que pasa por la articulacion relativa considerada y el polo de la chapa adyacente en
la cadena cinemdtica de un grado de libertad que se forma al separar del sistema isostatico la chapa car-
gada, fig. 3.46.

AW
Fig. 3.46

En el sistema de la fig. 3.46 carguemos la chapa S;, e imaginemos separado el sistema en la articulacién
Aj,. Se trata de establecer qué tipo de vinculo representa la chapa S, parala S;.

La direccién del desplazamiento posible del punto A, de la chapa S, articulada a tierra en B queda de-
terminada por la recta m-m, ya que cinemdticamente se comporta como una biela articulada a tierra en B.
La direccion de la reaccion en la articulacion intermedia coincide con la de la recta que pasa por ésta,
A}, y el polo O, = B de la chapa S; si la imaginamos separada en A ;.

Surge entonces la siguiente determinacion gréfica, fig. 3.47.
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En primer tél‘miEO se e(luilibra E con El (direcc_ién con_ocida, A, - B) ycon KI (pasa por A y por la
interseccion de F; con B)). Luego se equilibran F, con A, (direccion conocida, A, - A) y con B, (pasa
por B y por la interseccién de F, con A,).- Finalmente se compone:

K= K1+K2
§= §1+§2

Si el sistema es de varias chapas se sigue igual procedimiento: se imagina separada la chapa cargada y se
determinan los polos de las chapas adyacentes en las chapas o cadenas de un grado de libertad que se
forman en esa hipdtesis.

Conocidos los polos se tiene la direccién de la reaccién intermedia y se puede practicar su determinacion
segun el proceso grafico en el que no insistimos.

Arco Triarticulado.

El sistema de dos chapas vinculadas entre si y a tierra cuyas reacciones hemos calculado en forma analiti-
ca y graficamente, se materializa para su aplicacién en obras de ingenierfa, en dos sistemas llamados ar-
cos y porticos triarticulados., fig. 3.48

Al*@
Al*E
m | | |

Fig. 3.48

Veremos un modo grafico que es de especial interés en los arcos por cuanto permite no sélo la determina-
cién de las reacciones de vinculo sino también el cdlculo de los esfuerzos internos que se verd mas ade-
lante. Este método se basa en el funicular pasante por tres puntos, cuyo polo se determina en la forma
vista en 2.2.8.5.

Sea el arco triarticulado de la fig. 3.49 y sea O el polo del funicular pasante por A (lado I), A, (lado III),
y por B (Iado V). Los vectores OC; y Cs0 definidos por el primero y iiltimo rayos polares del poligono
de fuerzas, nos dan las reacciones A 'y B en las articulaciones a tierra del arco.

Fig. 3.49

Si ahora consideramos una seccién m-m cualquiera del arco, observamos que a la izquierda de ella estdn
aplicadas las fuerzas A - F,- F,- F;, cuyas resultante queda dada en posicién por el lado IV del funicu-
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lar y su vector representativo es OC, (rayo polar 4). El lado 4 y el vector OC, representan también la
resultante de las fuerzas ubicadas a la derecha de la seccién con signo cambiado.

Como esto sucede para cualquier seccién del arco, este poligono funicular con polo en el origen de la
primer fuerza de la izquierda da las resultantes sucesivas en las diversas secciones del arco; se lo llama
poligono de presiones o curva de presiones si la carga fuese distribuida.

Que OC, y Cs0 son las reacciones A y B es ahora evidente ya que:

1.- Pasan por A y B respectivamente.

2.- Las fuerzas activas forman con ellas un poligono de fuerzas cerrado lo que significa que la
resultante es nula.-

3.- Al adoptar el polo O hemos impuesto la condicién de que tres de sus lados pasen por las tres
articulaciones del arco, y como esos lados coinciden con la recta de accién de la resultante de
las fuerzas izquierdas y derechas, el momento de todas las fuerzas respecto a A, By A, serd
nulo.

3.2.1.4.- Determinacion De Reacciones En Vigas Gerber.-

Una sucesion de vigas rectilineas horizontales, articuladas entre si y vinculadas a tierra mediante una arti-
culacién fija o un empotramiento, y el nimero de apoyos méviles horizontales indispensables para ha-
cerla isostatica constituyen un sistema llamado Vigas articuladas, o Vigas GERBER.

El empleo de la viga Gerber es muy ttil cuando por naturaleza del terreno y/o el tipo de obra hay que au-
mentar la seguridad ante el riesgo de asientos de los apoyos.-

Las reacciones se pueden determinar por cualquiera de los métodos analiticos vistos para los sistemas de
varias chapas y en forma grafica por el poligono funicular.- Los métodos analiticos se aplican a la viga
Gerber de igual modo a lo hecho en pédginas anteriores; el andlisis de la estructura surge de la secuencia
de ecuaciones de equilibrio planteadas en fig. 3.50 y 3.51 como dos aplicaciones de resolucién por el dia-
grama de cuerpo libre de toda la estructura, y en fig. 3.52 y 3.53 resolviendo por diagramas separados
para cada chapa de esas dos mismas vigas (la segunda con un extremo empotrado).-

A 2 2
Diagrama estructura total libre, figura 3.50:
A B C D
IH 1K derecha __ . _
; A W } 777‘72 } 777/(77 Z MK = 0 .. D — e
} } } } } } derecha
! ! | b I ZMH =0 C=..
T T
| N N | LMs=0 B=..
I 1 L | J
H
. -« . Y F,=0 A=..
A B C D
Fig. 390
A l M l 5 .
l A B l CF Diagrama estructura libre total, figura 3.51:
A a IS y
77}77 7771777 i i i ZMKderecha =0 ] (‘ C= ..
N o o P
! | F- F, I erecha
R S S L
L ! 1 L
N < ) Y My=0 B=..
A B c| 7
YF,=0 A=..
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D.C.L. para cada viga separada, figura 3.52.-

Viga 3:
ZMD=O K=..
ZMK=O D=..
Viga 2:
YMu=0 C=..
ZMC=0 H=..
Viga 1:
ZMA=O B=..
YF,=0 A=..
A s g E
D.C.L da vi da, figura 3.53 . - =
.C.L. para cada viga separada, figura 3.53.- i 7 N
p ga sep g A /\ ) 1K l‘\
. 7 7 F3 ‘ |
Viga 2: ! || ! !
: R’ | |
| 1T =
ZMH=O K=... } i WH F3 K% i
Y Mg=0 H=.. i ! ! 4 ‘\ |
|
_ Y . _ A _ |
Viga 1: 1 i 2 i H K Fu |
v \A \BViH RV L
ZMA=0 B=.. A A p 4&
YMp=0 A=.. o = !
B 2\ :
. w Y =
Viga 3: v i)r : Kv |
A B F, C
ZMC=O mMmec=.. c
YF =0 C=..
’ Fig. 3.53

Estudiaremos la determinacion de reacciones utilizando el poligono funicular.

Sea la viga de la fig. 3.54 y su respectivo diagrama de cuerpo libre: para simplificar se han superpuesto
ambos graficos, pero debe recordarse que el evidenciar la reaccion implica la supresién del vinculo.

Se construye el poligono de las fuerzas activas F, - F, - Fj; se adopta el polo O y se trazan los rayos
polares 1 - 2 - 3 - 4. Se traza el poligono funicular de las fuerzas activas I - II - II - IV .-
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La linea de cierre la vamos a trazar considerando separadamente cada una de las vigas, comenzando por
aquélla que no recibe accién alguna de las otras, en nuestro caso la viga tres, fig. 3.52.- La carga que so-
bre ella actia es F; y le corresponde el funicular III - IV: el punto de interseccién del primer lado de este
funicular con la recta de accién de su reaccién izquierda ( punto K’), unido con el punto de interseccion
del dltimo lado del funicular con la recta de accién de la reaccién derecha (punto D’), determinan la linea
de cierre y que llevada al polar nos da las intensidades de las reacciones D y K.

Fig. 3.54

La viga dos estd cargada con F, y (- K) correspondiéndole el 2 como primer rayo polar y el rayo Y como
ultimo. El funicular de las cargas de esta viga dos serd II - III - v y la interseccién de II con la vertical
de H (primer lado del funicular y reaccién izquierda) unida a la interseccién del lado y con la vertical del
apoyo C (dltimo lado del funicular y reaccién derecha) determinan la linea de cierre P, que llevada al
polar nos da las intensidades de las reacciones Cy H.-

Para la viga uno las cargas son F, y (- H) siendo su funicular T -IT - B. La intersecci6n de I con la recta
de accién de A,y de B con la recta de accién de B, determinan la linea de cierre o. que permite estable-
cer las intensidades de Ay B.

Observemos que o.— P —v constituyen el poligono funicular de las fuerzas reactivas, que se corta con
el funicular I - II - III- IV de las fuerzas activas en correspondencia con las verticales de los apoyos
extremos y de las articulaciones intermedias, y tiene sus vértices sobre las verticales de los apoyos in-
ternos.

Esto permite el trazado rdpido del funicular de las reacciones o sea las lineas de cierre para cada una de
las vigas del siguiente modo:

Obtenido el funicular de las fuerzas activas, I - II - IIT - IV en la forma conocida, se bajan verticales de los
apoyos extremos y de las articulaciones intermedias, que lo interceptan en los puntos A’ - H’ - K’ - D’.
Observando la viga tres, que no recibe carga de las otras, vemos que uniendo K’ con D’ se determina su
linea de cierre 'y que se prolonga hasta C’ es decir hasta cortar la vertical del apoyo C; se une C’ con H’ y
se obtiene la linea de cierre de la viga dos, B, la que se prolonga hasta interceptar la vertical del apoyo
intermedio B en B’; uniendo este punto con A’ se determina la linea de cierre o de la viga uno.

Llevadas a, B, v al poligono polar las reacciones quedan dadas por los rayos paralelos de igual designa-
cién y los rayos extremos 1 y 4 como se deduce por aplicacioén de la reciprocidad entre poligono funicular
y poligono de fuerzas, 2.8.3.2.

Finalmente, en la fig. 3.55 se desarrolla un ejemplo con las siguientes variantes:

El primer apoyo de la izquierda no se ubica en el extremo de la viga presentdndose un voladizo, y el ex-
tremo derecho estd empotrado. Se observa que la linea de cierre o termina en A" no llegando a la vertical
del extremo izquierdo del voladizo y B se prolonga hasta C” para determinar el momento del par de em-
potramiento:

Mg = C'C'"x h x esc. Long x Esc. Fzas
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3.3.- EL CUERPO RiGIDO VINCULADO.-

3.3.1.- VINCULOS EN EL ESPACIO.-

Los enlaces en el espacio se clasifican, como en el plano, por el nimero de desplazamientos que pueden
impedir

a) Vinculo de primera especie o apoyo deslizante sobre un plano, fig. 3.56: impide la traslacién segtin el
eje y; permite las traslaciones segtin los otros dos ejes y las rotaciones alrededor de los tres ejes.-

{

La reaccién actda segtin la direccién del eje y (normal al plano de deslizamiento); el inico pardmetro des-
conocido es su intensidad.-

En un punto de un cuerpo se crea un enlace simple cuando se obliga a este punto a permanecer sobre una
superficie dada (se lo llama también apoyo superficial), de modo que pueda moverse en cualquier direc-
cién contenida en el plano pero no en la direccién normal.- Restringe un grado de libertad y puede estar
constituido por una biela o bien por un dispositivo de apoyo que tiene forma de tronco de pirdmide, y se
lo apoya sobre un plano horizontal con interposicién de un sistema de esferas; en su parte superior se vin-
cula al cuerpo que sustenta mediante una rétula.-

En el caso de la biela, el punto A estd obligado a moverse en una esfera de radio BA si los desplaza-
mientos son finitos, pero si los desplazamientos son infinitésimos, el movimiento tendra lugar en el plano
tangente a la esfera.-

89



Estética aplicada

(=

Fig. 357

b) Vinculo de segunda especie o apoyo deslizante sobre una linea. Restringe dos grados de libertad, y
puede materializarse mediante dos bielas concurrentes a un punto del cuerpo rigido al que se encuentran
aplicadas, o bien por un dispositivo similar al del apoyo superficial, salvo que en vez de apoyar sobre un
sistema de esferas lo hace por interposicién de una sucesién de rodillos paralelos, fig. 3.57. Impide las dos
traslaciones en el plano de las bielas; permite la traslacién en la direccién normal a dicho plano y las tres
rotaciones alrededor de los ejes pasantes por la rétula. La reaccién estd contenida en el plano de las bielas
y queda determinada por dos componentes.-

En mdaquinas los rodillos sobre superficies rugosas o las ruedas sobre carril constituyen vinculos de se-
gunda especie; también se toma como enlace de segunda especie los cojinetes simples para apoyos de
arboles o ejes con capacidad de carga radial solamente.-

¢) Vinculo de tercera especie, apoyo fijo o rotula, o articulacion esférica, que impide las tres traslacio-
nes y permite los tres giros. La reaccién pasa por la articulacién y queda determinada por tres componen-
tes, fig. 3.58.

(L

00007

Fig. 3.58

En méquinas los cojinetes para apoyos de drboles y ejes con capacidad de carga radial y axial se toman
como apoyos de tercera especie, dentro de los limites de carga nominal de fabrica.-

d) Vinculos de cuarta especie, restringen cuatro grados de libertad. Se utilizan en mdquinas, integrando
mecanismos en los cuales deben permitirse dos grados de libertad; la determinacién de las reacciones
implica cuatro componentes, fig. 3.59.
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Junta Universal
(Cruceta)

Acoplamiento de discos
(Embrague)

Fig. 3.59

e) Vinculos de quinta especie, restringen cinco grados de libertad. Se utiliza en maquinas , integrando
mecanismos en los cuales debe permitirse un grado de libertad; la determinacién de las reacciones im-
plica cinco componentes, fig. 3.60.

_ Empotramiento giratorio
A con doble rodamiento:
" paliers,punta de eje

|
| Z

e

Fig. 3.60

J) Vinculos de sexta especie. Restringe los seis grados de libertad, determinar su reaccién implica calcular
seis incdgnitas. Es el empotramiento total; se obtiene inmovilizando tres puntos no alineados del cuerpo,
dos de sus rectas o uno de sus planos.

3.3.2.- SISTEMAS ISOSTATICOS EN EL ESPACIO.-

Para imponer inmovilidad total en el espacio a un cuerpo o estructura indeformable es necesario suprimir
sus seis grados de libertad, lo que exige el empleo de seis enlaces simples como minimo (esto es, capaces
cada uno de impedir un solo movimiento) o bien algunos vinculos multiples equivalentes.

Si se utilizan seis vinculos simples, representados con seis bielas cinemdticamente eficientes, tendremos
seis incdgnitas a calcular para determinar todas las reacciones de vinculo. Y como sabemos que dispone-
mos de seis ecuaciones de equilibrio, tenemos tantas ecuaciones como grados de libertad: las reacciones
son estdticamente determinadas y el sistema (estructura mas vinculos externos) serd isostdtico.

Si se emplean mas de seis vinculos simples, los que exceden de seis son superabundantes; las reacciones
implican mds de seis incdgnitas y tenemos mds incognitas que nimero de ecuaciones por lo cual alguna
de las reacciones son estdticamente indeterminadas.

Si el nimero de vinculos simples es menor de seis le quedan al cuerpo algunos movimientos posibles
presentando constriccion parcial. Las reacciones comprenden menos de seis incdgnitas, hay mas ecua-
ciones que incdgnitas y algunas ecuaciones de equilibrio no pueden ser satisfechas bajo las condiciones
generales de carga.- Sin embargo, bajo condiciones de carga particulares correspondientes a un problema
dado, las ecuaciones adicionales obtenidas frecuentemente se reducen a identidades triviales como 0 =0y
pueden descontarse; aunque se presente constriccion parcial el cuerpo permanece en equilibrio bajo di-
cho estado de carga (ejemplo 3 del apartado siguiente).-
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Alin con seis 0 mds incdgnitas, es posible que algunas de las ecuaciones de equilibrio no sean satisfechas
ya que, si bien el nimero de vinculos es suficiente (o alin excesivo), su disposicién es tal que no impiden
todo movimiento, por ser aparente uno o mas de ellos Esto ocurre cuando los enlaces simples son tales
que las rectas de accion de las reacciones que en ellos se originan cortan a una recta, pues en este caso
no impiden una rotacién (infinitésima o finita) del cuerpo alrededor de dicha recta, la que puede ser pro-
pia o impropia en caso que los planos que la determinan sean paralelos.

7P

Fig. 3.61

El cuerpo rigido presenta constriccion impropia, y sucede cuando las rectas de accién de las reacciones
determinadas por los ejes de las bielas tienen alguna de las siguientes disposiciones:

.- cuatro o mds de los seis ejes de las bielas concurren a un mismo punto propio o impropio; si el
punto es impropio cuatro o mds ejes son paralelos.

.- los ejes concurren tres a tres en dos puntos.

.- los ejes concurren dos a dos en tres puntos alineados.

.- cuatro o mds ejes estan situados en un mismo plano.

.- los ejes estan situados dos a dos en tres planos que se cortan a lo largo de un misma recta, o son
paralelos entre si.

.- los ejes estdn situados en seis planos de un haz o seis planos paralelos.

En la fig. 3.61 se muestran algunos ejemplos concretos de estas disposiciones.

3.3.3.- DETERMINACION DE REACCIONES EN EL ESPACIO.-

Tig. 3.60
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1) Consideremos el sistema de la fig. 3.62, sobre el que actian las cargas indicadas, y debemos determi-
nar las reacciones en los vinculos, para lo cual se ha trazado el diagrama de cuerpo libre.

En primer término debemos establecer si el sistema es o no isostdtico. El nimero de vinculos simples es
seis y su disposicién no encuadra en ninguna de las indicadas en 3.3.2. Por lo tanto el sistema es isostati-
co.

También podemos llegar a las mismas conclusiones en base al siguiente andlisis més evidente.

Enlacemos un punto A del cuerpo mediante un vinculo triple, rétula, que impide a A todo desplazamien-
to.

De este modo el cuerpo puede girar alrededor de cualquier eje que pase por A, y todo punto D del cuerpo
puede desplazarse sobre una superficie esférica de centro A y radio AD.- Para fijar un segundo punto B
basta un vinculo doble que impide a B los desplazamientos normales a AB, pues el desplazamiento en la
direccién AB, estd ya impedido por el enlace en A. De este modo el cuerpo puede girar atin alrededor del
eje AB, o sea todo punto D puede moverse sobre una circunferencia ubicada en un plano normal al eje
AB con centro sobre AB.- Por tltimo, se impide el movimiento restante de un tercer punto C inmovili-
zéndolo mediante una biela o apoyo superficial. Los vinculos empleados equivalen pues a 34+2+1=6 sim-
ples. Estos fijan completamente al cuerpo, excepto en el caso que la biela de C tuviese la direccién CA ya
que entonces no se impediria una rotacién infinitesimal alrededor de AB.

Las ecuaciones de equilibrio se plantean buscando tener el menor nimero de incégnitas en cada una.- De:

Y M, =0 se despeja
YM,=0 “«
XYM, =0 “©o
YXi=0 “©o
YY =0 “©o
Y7=0 “o

ss o]
<

>

> >0

N

2) Consideremos una viga en el espacio, fig. 3.63, cuyo eje geométrico no estd contenido en un plano
sometida a fuerzas cualesquiera (o una viga plana sometida a fuerzas que no actian en su plano).

Y

=<

;\7{7”77 I
z A

Determinamos sus reacciones de vinculo en el caso que se encuentre empotrada en el extremo izquierdo.
Hay 6 vinculos simples, cinematicamente eficientes, luego el sistema es isostético.
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Se ha trazado el diagrama de cuerpo libre poniendo en evidencia las seis incognitas: Ax, Ay, Az, Mx, My,
M;.

YXi =-Ax+X=0 luego: Ax=X
YY, = Ay-Y=0 luego: Ay=Y
Y7, =-A;+7Z=0 luego: Az=7Z
+ 1 Y M =-Mx+Yzg+Zy=0 luego: Mx=Y z4+Zyy
+ 1 ZM;: My+Xz4-Zx4=0 luego: My=Zx4-X74
+_TZM;= Mz-Xys-Yx4 =0 luego: Mz=Xys+ Y x4

A= JAZ+A2+A? M= /M2 +M:+M?

3) Analizar qué tipo de sistema constituye la gria DERRICK de la fig. 3.64, y determinar las reacciones
de vinculo para la posicién indicada.

\ 4 Y <
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, - B §X B ‘
A A
Y - _
T _
| S 27, S,
/
/ E
/
. / C
777777 N, . /// A l— o
© D // gz/i AX E
- / P .
e Yy
e
~

Fig. 3.64

La gria consta de un madstil o pluma AB de altura h, fijo en su base por una rétula y en su extremo supe-
rior por un collarino unido a tres riendas o cables BD - BE - BH ubicados en planta a 120° entre ellas.
Articulado al maéstil inmediatamente por sobre la rétula se encuentra el aguilén o brazo AC de la gria que
lleva en su extremo una polea por donde pasa el cable que lleva el gancho para izar las cargas. Los extre-
mos del méstil B y del aguilén C se enlazan con un juego de poleas y cables permitiendo el movimiento
del aguilén en un plano vertical variando su inclinacién o. El aguilén conjuntamente con el mdstil puede

[T}

girar alrededor del eje “y” sobre la rétula A variando el dngulo 6 hasta 360°.

En la posicién indicada de la carga (definida por los pardmetros o y 0), el sistema posee tres vinculos
simples en A y dos en B; la rienda BH no constituye vinculo alguno porque el cable posee capacidad sélo
para impedir el alejamiento de los puntos B y H, pero no su acercamiento. El sistema presenta constric-
cién parcial y posee un grado de libertad: rotacién alrededor del eje y. Pero siendo nulo el momento de G
respecto del eje y podrd existir equilibrio entre las cargas y las reacciones de vinculo para cada posicién
que se le dé al aguildn.

Trazando el diagrama de cuerpo libre para la estructura mévil constituida por el mdstil, aguilén y cable

que los vincula, observamos que hay 5 incégnitas estdticamente determinadas y que se resuelven segtn la
siguiente secuencia de cdlculo:

Datos: G-h-L=AC-o-0 , con estos valores se establecen las coordenadas de A-B-C-D-E-H
y los cosenos directores de las riendas BD - BE : cos Oyt ; cos Oyr; cos 0,r; cos Oys ; cos Oys; cos 0,5

Incégnitas: Ay Ay; Ay T S
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Desarrollo:
T, =T cos Oy S =S cos O,
Ty =T cos Oyr Sy =S cos Bys
T,=T cos 0,1 S, =S cos 0

+T YM =Gz +T,h-S,h=0

+ T YTM=-Gx.+T,h+S,h=0

De este sistema se despejan T y S.- Las incdgnitas restantes resultan de:

ZXi=Ax_Tx'Sx=O S AX=TX+SX
ZYiZAy'G'Ty‘Sy=O e Ay=Ty+Sy+G
LZ=A+T,-S, =0 A, =S,-Ty
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CAPITULO 4

CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DE LAS SECCIONES

4.1.- CENTRO DE MASA.-

4.1.1.- SISTEMA DE MASAS EN EL ESPACIO. MOMENTO ESTATICO RESPECTO A UN
PUNTO Y A UN PLANO.

Consideremos un conjunto espacial de n puntos A, Ay, . A ..., Ay,
asociados cada uno de ellos con un ntimero determinado (fig. 4.1.).
Cada punto puede, por ejemplo, representar la posicién de una par-
ticula de materia y el nimero una determinada magnitud de esa
materia, como ser: su masa, peso, volumen, drea, longitud. Puede
también representar una carga eléctrica o magnética. Las llamare-
mos por el momento masas, denomindndolas m;, my, .., m; ,..., m,
sin que, repetimos, necesariamente represente la masa fisica de esa
particula material; puede ser cualquiera de las magnitudes mencio-
nadas u otras. Un conjunto de puntos como el descripto se designa
sistema de puntos pesados o ponderados o simplemente sistema de
masas.

Se entiende por masa total del sistema a:
L =m+m + ...+ m,= Y, m;

Si O es otro punto del espacio, el producto m; O_Ai de la masa por su vector posicién respecto a €l

se denomina momento estdtico de primer orden de la masa m; respecto al punto O.-

Lo llamamos simplemente momento estdtico, y estd expresado por el producto de un escalar por

un vector: serd un vector de direccién y sentido coincidente con OA .-

Se denomina CENTRO DE MASA del sistema de puntos “ponderados” o "pesados™ ( A; - m;), al

punto C tal que supuesta concentrada en él la masa total |\, su momento estdtico respecto al
punto O sea igual a la suma de los momentos estdticos de cada una de las masas m; constitutivas

del sistema respecto al mismo punto O.- Lo designamos i y se tiene:

WOC=mOA, +myOA, +..+m, OA, =¥ m OA, =S, (1)

A esta expresion se la conoce como el teorema de Varignon para las masas. La posicién del cen-
tro de masa queda determinada por su vector posicion respecto al origen 0 adoptado:

oC ~ MOA +m,0A,+.+m,0A, _Y¥m,0A, S,

m, +m,+.+m, Y m, u

En la cual, repetimos, S, es el momento estético de todo el sistema de masas respecto al punto O y
WL su masa total .-
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Si en lugar de un sistema discreto o discontinuo de masas se tratase de un sistema continuo de
masa L, las masas finitas elementales m; las tomarfamos infinitamente pequefias dm y las sumato-
rias se nos transformarfan en integrales extendidas a toda la masa L del sistema:

Por otra parte, si al origen de referencia lo tomamos coincidiendo con el centro de masa C, el mo-
mento estdtico del sistema respecto a él vale:

Sc=m1 CA] + my C:zA2 + ...+ m, CAn =Zmi CA. =“,CC

Pero como el vector CC es evidentemente nulo y la masa total del sistema, [ , es distinta de cero
por ser las masas constitutivas del mismo reales y positivas, resulta:

Sc=Ym; CA, =u CC=0  (3)

Para cualquier otro punto que se tome como origen de referencia, tanto el vector posicién como el
momento estatico son distintos de cero.- Por lo tanto el centro de masa siempre existe y es un
punto unico.-

Por lo cual, también es correcto definir al centro de masa como el punto para el cual el momento
estdtico del sistema es nulo.

La posicion del centro de masa C podemos establecerla en coordenadas cartesianas expresando
en (1) OCy OA,; en funcién de sus componentes rectangulares.

& = Xc i_+yc j_+Zc E

C)zAi =X i_+yi j_+ Z; k

En donde O es el origen de coordenada; Xc, yc, Zc son las coordenadas del centro de masa C;
Xi, i, Zi las del punto genérico A;.- Introduciendo estas expresiones en (1) tenemos:

U Xc l_+j.,|, Yc j_+j.,|,Zc E:i_ZmiXi+ j_Zmiyi+ EZmiZi

Para que se cumpla esta igualdad, necesariamente tendrd que cumplirse la igualdad de sus tres
términos uno a uno, lo que exige:

W Xc =Y mX=Syz
Lyc =X myi= Szx 4
Wze =Y m;z = Sxy

Las (4) son ecuaciones escalares que expresan el teorema de Varignon para las masas en funcién
de las coordenadas cartesianas de los puntos del sistema.- Los productos que en ellas aparecen de
las masas por sus distancias a los planos de referencia yz, zx, xy, se denominan momento estdti-
co de una masa respecto a un plano. En ellas:

® UXc, MW Yc, Myc son los momentos estaticos de la masa total L respecto a los planos yz, zx,
Xy respectivamente.

* mXx;,mYy;, Mz los momentos estiticos de la masa elemental my; respecto a los planos yz,
ZX, Xy.

e Y mix;,Xmy;, 1m;z son los momentos estdticos del sistema de masas respecto a los pla-
nos yz, zx, Xy, respectivamente.-
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De las ecuaciones (4) se despejan las coordenadas de centro de masa:

Yoo &MY Sox 5)

4.1.2.- SISTEMA DE MASAS EN EL PLANO. MOMENTO ESTATICO RESPECTO A UN
EJE.-

Si el sistema de puntos ponderados (fig. 4.2.) es tal que se
ubica en el plano xy la expresion del teorema de Varignon
dada por la (1) mantiene su forma:

3 & =1y a1+m20_Az+...+mn O_An=Zmi O_Ai
pero la totalidad de los vectores posicion estdn en el plano xy

y en consecuencia el centro de masa serd coplanar con los
puntos del sistema.

Para expresarlo en coordenadas cartesianas introducimos en la
anterior las expresiones de:

Fig. 4.2
O_C = Xc i_+ Yc J_
O_Ai=Xi i_+yi J_
Sustituyendo: _ o _
WXci+Uyc j=irmixi+ jLrmy=Sp
resulta:
Sy
“Xc=zmixi=Sy S Xc=——
0
(6)
S
UWyc=Xmyy; =Sx .. YC=?X

En donde la sumatoria de los productos de las masas elementales por sus distancias a cada uno de
los ejes coordenados constituye el momento estdtico del sistema respecto a ese eje, Sy 0 Sy.-

De las expresiones (6) surge que si el momento estdtico respecto a un eje es nulo, el centro se
ubica sobre el eje; y viceversa si se toma momento respecto a un eje pasante por el centro de
masa el momento estdtico del sistema serd nulo.

Estas expresiones corresponden a sistemas discretos de masas. Si el sistema es continuo la deter-
minacién de la masa total, momento estitico y coordenadas del centro de masa se efectia mediante

las siguientes expresiones:

Masa total : u=[dm
n

Momentos estaticos : Sx = [ydm Sy = [xdm
i i
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Coordenadas del centro de masa:

S
W Xc= Sy Xc = =
u
(7
S
Lyc = Sx Yc = 2
u

4.1.3.- CENTRO DE FUERZAS. CENTRO DE GRAVEDAD. BARICENTRO. CENTROIDE.-

El centro de masa de un sistema espacial o plano de puntos “pesados” (A;,m;) puede encontrarse
también determinando centros parciales de distintos grupos de puntos del conjunto en los cuales se
imagina concentrada la suma de las masas del grupo; encontrando el centro de las masas parciales
de todos los grupos se obtendrd el centro de masa del conjunto. Ejemplificando si el sistema esta
constituido por siete puntos “pesados”, se puede determinar el centro C” de los tres primeros y el
C” de los cuatros ultimos; luego se haya el centro C de C'y C” que seré el del conjunto. Esto se
deduce de las ecuaciones anteriores agrupando las masas en la forma expresada.

Si se trata de un sistema de dos puntos ponderados (Aj, m;) y (A,, mp), fig. 4.3, y C su centro de
masa, por la (3) se tiene que el momento estatico respecto a él es nulo :

CALImy D (C5w CA im0

o

§c= m; C_A|+m2 C_A2=O

Siendo A; y A, puntos no coincidentes y m; y
m, distintas de cero, la anterior sélo se satisface

Tig. 4.3 si
m, C_A|=—m2 C_Az

Esto se puede cumplir sélo si son dos vectores de igual direccion lo que determina que C se en-
cuentre sobre la recta que une los dos puntos del sistema, A;y A,.

La misma relacion existe entre dos fuerzas paralelas de igual sentido aplicadas en dos puntos A,
A, ysuresultante R= F,+ F, que se encontrard aplicada en el punto C ubicado sobre la recta

A A; a distancias inversamente proporcionales a la intensidad de las fuerzas como se estableci6 en
2.9.1.

Si giran las fuerzas F, y F, alrededor de sus puntos de aplicacion manteniendo su paralelismo, la
resultante R gira alrededor de C. Por eso se designa a C centro de fuerzas paralelas. Lo mismo
sucede si las fuerzas paralelas son varias.

De esto nace una de las mds frecuentes denominaciones del centro de masa: centro de gravedad.

Las fuerzas de gravedad se pueden considerar paralelas si la distancia entre ellas es despreciable
frente al radio terrestre; segtin la ley fundamental de la mecénica (apartado 1.2.) su intensidad W
= mg es proporcional a la masa del cuerpo. La resultante de la atraccién que la tierra ejerce sobre
cada particula constitutiva de un cuerpo, o sea el peso del cuerpo, pasard siempre por su centro de
masa aunque el cuerpo gire en forma cualquiera. Esta coincidencia entre el centro de masa y el de
gravedad hace que con frecuencia se los denomine indistintamente.

En las aplicaciones de la estdtica los sistemas o conjuntos de puntos ponderados que se presentan
son magnitudes geométricas a saber volimenes de cuerpos, dreas de secciones y longitudes de
lineas. La denominacién que utilizaremos para el punto C que hasta ahora hemos llamado genéri-
camente centro de masa, serd de baricentro o centroide de volimenes, 4reas o longitudes. La de-
signacién de centro de masa se estima mds adecuada para los problemas dindmicos y la de centro
de gravedad para el punto de aplicacién del peso de los cuerpos.
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4.2.- MOMENTO ESTATICO Y BARICENTRO DE AREAS Y LINEAS PLANAS.-

Si las dreas o lineas planas se consideran como sistemas continuos y adecuando la nomenclatura a
la naturaleza de la magnitud, las expresiones (7) de 4.1. toman las siguientes formas:

Area:
A=\ dA
Sy=laydA=y. A - ye=S,/A
S, = ] xdA=x.A o Xe=S,/A
Lineas:
L=, dL
Sy=lLydL=y.L . ye=S¢/L
S,=[axxdA=x. L .. xc=S,/L

Si las dreas o lineas planas se consideran como sistemas discretos las expresiones (6) de 4.1. toman
la siguiente forma:

Areas:
A=Y AA
Ss=LyAA=ycA .. ye=Si /A
Sy=Y xAA=xXcA .. Xe=Sy/ A
Lineas:
L=)Y AL
SX=ZyAL=yCL yC=SX/L
Sy=XxAL=xcL .. Xc=S,/L

La obtencién de las férmulas precedentes se ha efectuado en forma vectorial a partir del producto
de un elemento de masa por el vector posicidn del punto ponderado respecto a un origen O, apar-
tado 4.1.2. Evidentemente si cambia la distribucién de las masas elementales de un cierto sistema
variardn los vectores posicién y consecuentemente el momento estitico aunque no varie la masa
total: cada valor del momento estitico caracterizard una determinada distribucién de las masas
elementales del sistema.

En el caso de las dreas (fig. 4.4.) podemos introducir expresamente
este concepto geométrico definiendo al momento estdtico o de
primer orden del drea de una seccion, superficie o figura plana
respecto a cierto eje x como una caracteristica geométrica de la
misma determinada por la expresion matemdtica:

Sy=lx ydA

el momento estdtico de un 4rea se mide en unidades de longitud
elevada a la tercera potencia, generalmente en cm’. Este momento
puede ser positivo, negativo, o nulo segiin lo sea el valor de la coor-
denada ya que el 4rea es positiva.-

Andlogamente (fig. 4.5) definimos como momento estdtico de una
linea o curva plana respecto de un eje 'x’, a una caracteristica
geométrica de la misma determinada por la expresion matemdti-
ca:

S,=I. ydL

Se mide en unidades de longitud a la segunda potencia, generalmente cm’, pudiendo ser positivo,
negativo o nulo, ya que la coordenada del punto puede ser positiva o negativa y la longitud es
positiva.
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4.2.1.- DETERMINACION DEL BARICENTRO DE AREAS Y LINEAS PLANAS.-
4.2.1.1.- Areas y Lineas Simétricas.-

a) Si una superficie o curva plana posee un eje de simetria ortogonal, su baricentro se ubica
sobre dicho eje. (fig. 4.6).

Un drea, rectdingulo MNST, o
una linea, arco de circunferencia
HK, poseen un eje ortogonal de

Y

| simetria si a cualquiera de sus
y | N puntos, P por ejemplo, le co-

~90° rresponde otro punto P’, pertene-

ciente a dicha drea o linea, de
posicién tal que dicho eje sea
perpendicular y divida en dos
partes iguales al segmento PP’
que los une.

Fig. 4.6 El momento estitico del ele-
mento de area dA situado en el

entorno de P sera:
dS, = xdA

y el momento estético del elemento dA ubicado en el entorno de P, vale:

ds’y = -xdA
Al sumarlos se anulan, y como lo mismo sucede para todos los puntos situados a uno u otro de los
lados de un eje de simetria, se concluye que el momento estdtico con respecto al mismo es nulo y,
consecuentemente todo eje de simetria serd baricéntrico.

Si el drea o linea posee dos ejes de simetria, en su interseccion se encuentra el baricentro.

Esta propiedad nos permite encontrar inmediatamente el centroide de dreas y perimetros de figuras
geométricas planas que presentan dos ejes de simetria.

b) Si una superficie (fig. 4.7) no una linea, tiene un eje de simetria oblicua (la mediana de un
tridngulo cualquiera o de un trapecio), esto es, si existe una recta que biseca todas las cuerdas
paralelas a una misma direccion (los lados del tridngulo o las bases del trapecio), el baricentro estd
ubicado sobre ese eje ya que el momento estatico respecto a €l es nulo.

y
Y ) / 777777 I
o ! - ") N
ST ‘f—b/afﬂfb/eﬁ
/ 7 /
- / VRN
S a
L / P P
oA ) O“mdA oAl X _Mda
| | 1 7
F**B/B**#**B/B**# %«77]3/27714*77]3/877*
| | | |
oo Boommmm - - o R =
Fig. 4./
dSy=xdA |
| Sy=J,dSy=0
dS’y = -xdA |
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¢) Si un drea o linea posee un centro de simetria el baricentro coincide con él. Un punto C es
centro de simetria si para cualquier punto P de la superficie o linea existe otro punto P’ tal que

divide en dos partes iguales al segmento PP’ (Fig. 4.8.)

Sea un drea o una linea cuyo centro de simetria sea C, sera:

CP’'=CP

siendo P y P’ dos puntos simétricos respecto a C.- Si P estd en
el primero o cuarto cuadrante P’ estard en el tercero o segun- *
do, respectivamente, por lo tanto sus distancias a los ejes x e y
tienen signos opuestos.- En consecuencia la integracion de sus
momentos estaticos infinitésimos serd nula.- Planteando dicha
integracion sélo para las posiciones de P y P’ indicadas en el
gréfico, se tiene:

ds, = -ydA
S.=[,dS;=0
dS’, = ydA
dS, = xdA
S, =JsdS,=0
ds’y = -xdA

Obsérvese que los ejes x e y no son de simetria pero como |
para ellos los momentos son nulos el baricentro estd en la
interseccion. El mismo razonamiento es aplicable a una linea
que posea centro de simetria. En particular el baricentro de

un segmento rectilineo estd en su punto medio.-

4.2.1.2.- Areas y Lineas Compuestas.-

Frecuentemente puede determinarse el baricentro descomponiendo la
superficie o la linea en partes de baricentros conocidos, para las que
se calcula su respectivo momento estatico.

Consideremos la superficie de la figura compuesta por tres rectingu-
los de baricentros C; (X1, y1), Co (X2, ¥2), ¥ Cs (X3, y3). (fig. 4.9.).- Las
dreas de cada uno de ellos la designamos A; - A; - A; y los momen-
tos estdticos de cada rectdngulo componente respecto a los ejes x e y
los llamaremos: S, - S,V - 8@ -5 _.§®_g®

Las coordenadas del baricentro del area dada serdn:
0 @) 3)
Sy _Sy +Sy +Sy =XIAI+X2A2+X3A3 =inAi

X=—=
TA A A, +A, A +A, +A, YA,

Y _ Sx — Sx(l)+sx(2) +Sx<3) _yIAI +y2A2+y’§A3 _ZyiAi
¢ TOOA+FALFA, A +A, +A, YA,

A

En el caso de un circulo (fig. 4.10) de centro C; y didmetro D; con
una perforacién de centro C, y didmetro D, el baricentro C del 4rea
restante se ubica sobre el eje de simetria “y ” y su ordenada vale:

S, _S."=8," _ yiA -y,A,
AI _Az AI _Az

Ye= A

Ca

Cs
(=g

i
T

1

|

l
Dy

{

i
1
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V{ Si tenemos una poligonal (fig. 4.11) formada por tres lados
| Li-L-Ls
| Xe = i= x,L, +x,L, + x;L,
| L L, +L,+L,
|
| Y =S_X=y]L]+y2L2+y3L3
oo T T T T T T y ‘L L +L,+L,

Fig. 411

Esta determinacién puede realizarse graficamente utilizando el poligono funicular. Veamos el
procedimiento. (fig. 4.12)

Y
\
\
\
\

Fig. 4.12

Imaginemos dos sistemas de fuerzas paralelas, ficticias, de intensidades iguales (o proporcionales)
a las dreas de cada uno de los rectdngulos componentes, y aplicadas en los baricentros respectivos
con direccién segtin el eje “x ” para uno de los sistemas, y del eje ”y ” para el otro.

Se construye el poligono de fuerzas paralelas al eje ”y ”, se adopta el polo Q y se traza el funi-
cular U -1 - IIT" - TV".

Prolongando I - IV’ se determina la posicién de la resultante A del sistema de fuerzas paralelas

”n.”

Para trazar el funicular de las fuerzas “x ” es suficiente tomar sus lados 1”7 - II” - III” - IV” perpen-
diculares a los rayos polares 1-2-3-4 ya que las intensidades de las fuerzas de ambos sistemas son
las mismas. Se prolonga I” - IV” y queda determinada la resultante de las fuerzas ficticias “x ”

La interseccién de ambas resultantes nos determina el baricentro C buscado.

Que ello es asf surge del andlisis de las férmulas obtenidas para determinar las coordenadas de C.

Xe= S_y= XA +X,A, + XA, =ZM0
A A +A,+A, A

En la hipétesis formulada de fuerzas ficticias de intensidades igual a las dreas componentes, el
numerador representa la suma de los momentos de las fuerzas paralelas a ”y ” respecto al punto O,
y el denominador la resultante de las mismas.

El cociente anterior expresa analiticamente la posicion de la recta de accién de la resultante res-
pecto al origen O, que es lo que se ha efectuado graficamente mediante un funicular.-
El mismo razonamiento vale para las fuerzas "x ”:
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S %Af+bAz+%A3=ZM0

YT AT T A 1A, 1A, A

Expresa analiticamente lo resuelto con el funicular 1”7 - II” - TII” - IV”. Si en lugar de adicionar
dreas tuviéramos que restar, considerarfamos la fuerza ficticia correspondiente con sentido contra-
rio.

4.2.1.3.- Areas y Lineas irregulares o definidas por ecuaciones algebraicas.-

Si el drea estd delimitada por curvas irregulares resulta conveniente determinar su baricentro como
drea compuesta conformada por un nimero finito de fajas paralelas, asimilables (sin error signifi-
cativo) a rectdngulos o trapecios de baricentro conocido.- El modo de efectuar esto se detalla en el
ultimo ejemplo del apartado 4.2.1.4.-

Cuando el contorno que delimita la superficie o configura la linea es una curva cerrada continua de
ecuacién conocida y se toma como elemento de drea un cuadrado infinitésimo en sus dos dimen-
siones “dx”y ”dy”, la resolucion de las integrales que aparecen en las formulas dadas en 4.2 re-
quiere una integracién dobleen “x “yen ”“y”. Si se emplean coordenadas polares escogiendo el
elemento infinitésimo de lados “dp”y ”“pd6”, también es necesaria una integracion doble.

Frecuentemente las superficies estdn delimitadas por mds de una funcién conocida, representativas
de rectas y curvas que nos permiten considerar el drea total formada por un niimero infinito de
elementos de drea rectangulares paralelos (o triangulares adyacentes de vértice comiin), de ancho o
base infinitamente pequefios.- Ello posibilita resolver las expresiones dadas en 4.2 por integracién
simple como se muestra en el proximo apartado.- En ellas se designa con C* el centroide de cada
uno de los elementos infinitésimos de drea cuyas coordenadas designamos "x* ”e "y*”.

4.2.1.4.- Aplicaciones.-
- Triangulo

Si bien sabemos por lo dicho mds arriba que el baricentro del
tridngulo ubica en la interseccién de las medianas, general-
mente se necesita determinarlo en funcién de la altura del
tridngulo respecto a uno de los lados.- Suponemos al tridn-
gulo dividido en fajas infinitésimas de drea dA paralelas a la
base. Tendremos:

_SX
Yc = A

A=[,dA =], b*dy

La base del elemento dA, b*, la vamos a expresar en funcién de "y”:
b* h-y
b h
Sustituyendo en la anterior:

b b
b*=—(h—y)=b——
h( y) nY

b bh?> bh
A=[sdA=[b*dy =b[' dy - — dy = bh ———=—
[xdA=[ib*dy =bJ) dy Lo vy =
b N b o bh> b h® bh?
Sc=lay*dA=[" y|b-—=y|dy=b[' ydy - — dy = _oh b
[ay Joy( hy)y [, ydy hjoyy > i3 e
bh?
S, _ 6 _nh
YC—A—@—?’
2
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- Trapecio.

En base a lo expuesto podemos establecer el baricentro del
trapecio en la interseccién de la mediana (eje de simetria

oblicua), con la recta que une los centroides de los tridngu-
los en que se lo puede dividir (fig. 4.14).

Recordar, apartado 4.1.3, que siendo C, y C, los centroides
de cada uno de los tridngulos componentes, el baricentro

Fig. 414

gitudes de las bases.

del trapecio que forman se ubica sobre la recta que ellos
determinan.-

Pero frecuentemente se necesita expresar la posicién del
baricentro del trapecio en funcién de su altura y de las lon-

Resolvamos primero el planteo en forma analitica, fig. 4.15:

CU\
-

|

|

\

|
af
O

|

|
IR A

\

Y (B+b)

X h—x—

Fig. 416

— Sy
Xc=

A

h 1
Sy= X1A] + XA, = ——Bh+zh@ :lth +zbh2
32 32 6 6

2

S, = %(2b+B)

A= lbh+lBh:E(b+B)
2 2 2

‘ X

h-xc=h-——— = — ==
3 b+B 3 b+ B 3 b+B

h2b+B _ h(3_ 2b+B)_ h b+2B
Graficamente, fig. 4.16, divido el trapecio en dos tridngulos de
centroides C; - C, .

Aplico en cada uno de ellos fuerzas ficticias de intensidades
proporcionales a las dreas A; y A, de cada uno de los tridn-
gulos:

B=2A,/h ; b=2A,/h

Construyo el poligono de fuerzas DHJ y con polo O =M trazo
los rayos polares 1-2-3.- Por D trazo el funicular I - IT - III
cuyo tercer lado debe coincidir con EN por cuanto los tridn-
gulos OHJ y NKE son iguales por tener dos lados iguales y
paralelos (HM =NK y HJ =KE)

Se prolongan los lados I y III y por su interseccioén se traza
una recta paralela a las bases que corresponde a la recta de
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accion de la resultante ficticia de intensidad proporcional al drea del trapecio y que nos determina
la distancia xc del baricentro a la base mayor 6 (h — X¢) a la menor.- La construccién consiste en
dividir uno de los lados no paralelos en tres partes iguales obteniéndose los puntos M y N.-

Se unen con los vértices opuestos del trapecio, M con Dy N con E, prolongdndolos hasta inter-
ceptarse en Q por donde se traza una paralela a las bases quedando determinadas las distancias
del baricentro a las dos bases.

- Arco de Circunferencia.

Sea, fig. 4.17 un arco de circunferencia AB de centro O y

[T}

radio R. Con origen en O tomamos como eje “y” la bisectriz

[T

del dngulo central AOB que subtiende el arco AB; el eje “x

[T}

serd la perpendicular a *“y

L=[ dL= [’ Rdo=2[/Rdo = 2RO

Sy= Jy*dL =] ydL=2 | Rcoso.Rda =2 R*send

S, 2R’sen® Rsen®

X

L 2R0O 0

Ye=

- Sector Circular.

Sea el sector circular (fig. 4.18) delimitado por el arco de circunferencia AB y los radios OA y OB.
Se toma como elemento dA el drea del sector circular de 4ngulo central do. Se tiene:

Bl ol 0 2 2
A=[ydA= a5 RAL=2[~RRdo=[; R*da=R’6

2 1
Sc=Ixy*dA = jfeg R cosa— RRdol =

2
= ER3jecos ado= = R® send
3 0 3

ER3 sen O
3

Sy _2
ye A R26 3

Rsen©
0

- Areas Parabdlicas.

Consideremos la rama positiva de una parabola cuadritica, fig. 4.19 de eje vertical y vértice en el
origen de coordenadas. Su ecuacién general es:
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en la cual k es el pardmetro de la pardbola, que lo vamos a determinar si conocemos las coordena-

das de uno cualquiera de sus puntos ademads del vértice V = O.- Sea su extremo B cuyas coordena-
das son la semicuerda “a” y la flecha “f” que introducimos en la ecuacién general y se tiene:

f=ka’ k=f/a

La ecuacién queda:
f
y=—=X ’
a
tomando x como variable independiente; en cambio si se toma y en tal cardcter, resulta:

_a 2
_fITy

En primer término vamos a establecer el drea A, y el baricentro C; de la superficie delimitada por
la rama OB de la pardbola, el eje de las “x” y la ordenada del punto B, BD. Para ello operamos con

[T

un drea “dA” constituida por una faja vertical de ancho “dx”, alto “y” y centroide C,*:
a f fa’ |1

— — — 29y — —
A=, dA_L ydx = ek dx-a—z?_gaf
) 2 2f2_f2x5_1 2
R e e e
s *dA_J-axf dex—iﬁ—lazf
B P a2 4 4
s¢ _1/10af*> 3 SO 1aa¥ 3
yC1= = :—f XC1==_: =—a
A, 1/3af 10 A, 13af 4

Determinamos ahora A; y C, correspondientes al drea limitada por la rama OB de la pardbola; el

eje “y” y la abscisa EB del punto B. Se va a operar con una faja horizontal de centroide C,*,
ancho “x” y alto “dy”.

a 32
AZ_IAZ dA = JAQXdy Jo 1/2y Py = 2372 gaf

5/2
(2) /24 4 f _2 2
S0 [ ¥a0A = [y iy 2y = =

172 5/2 5
2 2
£2
ST xidA=[ Zxdy= dy=2 0 Lo
g I *2 I02 Y= 02f o 2 4
S®  2/5af? 3 Sy _1/aa’ _3
Yoz = =——=—f X2 = — =—a
A, 2/3af 5 A, 2/3af 8

Para verificar estos resultados sumando dreas y momentos correspondientes a las dos superficies
parabdlicas debemos obtener los del rectdngulo OEBD de base a y altura f:

A=A +A,=1/3af+2/3af=af
S, =S V+8@=1/10a?+2/5af =1R2aff=af /2

S, =8,V +8, @ =1/4fa*+1/4fa’ =1/2fa’=af a/2
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- Areas de Contorno Irregular.

Cuando se trata de hallar el baricentro de una figura de contorno
irregular (fig. 4.20) se procede a dividir la figura en superficies
parciales mediante rectas paralelas a una direccién cualquiera (uno
de los ejes por ejemplo), de manera tal que las figuras parciales
resultantes sean asimilables a superficies cuyos baricentros sean de
facil determinacién, asi como también sus correspondientes areas:
pardbolas, rectangulos, trapecios.- Mientras mas préximas se tracen
las paralelas menor serd la diferencia entre las figuras geométricas
que se adoptan y la forma real de la faja respectiva.-

Determinados los baricentros y dreas de cada superficie parcial se

procede analitica o grificamente de modo igual al efectuado en AN
42.1.2. 6 Msfuhefy

Fig. 4.20

4.2.2.- VOLUMENES Y SUPERFICIES DE REVOLUCION .-

Los teoremas llamados de Guldin o de Pappus permiten determinar el drea de una superficie de
revolucién o el volumen de un cuerpo de revolucidn.

Una superficie que se engendra por la rotacion de una curva plana alrededor de un eje copla-
nar fijo se designa superficie de revolucion. Son ejemplo de ellas la superficie de una esfera que
se genera por una rotacién de 2w radianes de una semicircunferencia (curva generatriz) alrededor
de su didmetro; un segmento de recta que gira una vuelta completa alrededor de un eje fijo paralelo
origina la superficie lateral de un cilindro circular; un cono circular es generado por un segmento
de recta que rota un dngulo de 360° alrededor de un eje fijo al que intercepta sin cortarlo; si la
curva generatriz es una circunferencia rotando alrededor de un eje coplanar y exterior a ella, se
genera una superficie térica o anillo.

Un cuerpo de revolucion se genera por la rotacion de un drea plana alrededor de un eje fijo
coplanar. Una esfera sélida se obtiene por la rotacién de un semicirculo, un cono por rotacién de
un drea triangular, un toroide sélido por rotacién de un circulo alrededor de un eje fijo que no lo
corte.

Teorema I. (fig. 4.21)

El drea de una superficie de revolucion es
igual a la longitud de la curva generatriz
multiplicada por la distancia o camino
recorrido por su baricentro (el de la curva
generatriz) en el giro generador.

Demostracion: Consideremos un elemento
dL de la linea AB de longitud L. El drea dA
generada por el elemento dL al efectuar un
giro de 2w radianes alrededor del eje x, vale.

dA=2my dL

El drea generada por toda la curva AB de longitud L, sera:

A=[dA=[2nydL=2n| ydL=2rS,=2ny.L
L L L

Donde 27 y. es el camino recorrido por el centroide C de la curva generatriz al efectuar un giro de
27 radianes; si el giro efectuado no alcanzase una vuelta queda definido por el 4ngulo 0 rotado, se
lo expresa en radianes y valdria:

Ae =0 Yc L
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Debe notarse que la curva generatriz no debe interceptar al eje alrededor del cual rota; si lo hiciera,
las dos secciones una a cada lado del eje, generarian dreas de signos opuestos y el teorema no
podria aplicarse.

A=AreoaMNKH)

Teorema II (fig. 4.22)

El volumen de un cuerpo de revolucion
es igual al drea generatriz multiplicada
por la distancia o camino recorrido por
su baricentro (el del drea generatriz)
en el giro generador.-

Demostracion: Consideremos un ele-
mento dA del drea generatriz A que rota
Fi Q. 4 PP alrededor del eje x. El volumen dV

generado por el elemento dA en un giro

de 27 radianes o sea de una vuelta completa vale:
dV=2rydA

y el volumen total generado por el drea A [MNHK]:

V=[dv= [ 2rydA=2n| ydA=2nS,=2mycA
A A A

Donde 27 yc es el camino recorrido por el baricentro del drea generatriz al efectuar el giro 27
radianes; si el giro fuese de 0 radianes el camino recorrido seria 0 yc. Nuevamente se recuerda que
el teorema no se aplica si el eje de rotacidn corta al drea generatriz.

4.3.- MOMENTO ESTATICO Y BARICENTRO DE VOLUMENES DE CUERPOS.-

Y

Las caracteristicas geométricas del volumen de
cuerpos y las expresiones que utilizaremos para la
determinacién de su baricentro fueron obtenidas en
el apartado 4.1.1 para un sistema discreto de masas.
Si se trata de un sistema o cuerpo continuo, figura
4.23, las expresiones (5) de dicho apartado toman la
siguiente forma:

Volumen: V= j dv
%

s

|
\
\
\
\
\
\
L\
| Momento estatico respecto al
AT T T Plano yz: Sy, = j x dV =x.V

z \'%

v Plano xz: Sy, = j ydV =yV
%

/ Fig‘ 4 573 Plano xy: Syz=JVZdV=ZcV

Coordenadas del baricentro :

Xc=S8y,/V 5 yc=S84/V ; z2c=S4/V
Estas expresiones permiten calcular las coordenadas del baricentro del volumen de un cuerpo
mediante procedimientos similares a los vistos para dreas y lineas planas.- Estos procedimientos se

simplifican si el cuerpo posee uno o mds planos de simetria ortogonal.-

Un cuerpo presenta un plano de simetria ortogonal si cada uno de sus puntos tiene otro punto tal
que el segmento que los une, PP’, es perpendicular a ese plano y queda dividido por él en dos
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partes de igual longitud.- Existiendo esta simetrfa, el momento estatico respecto al plano que cum-

ple dicha condicién serd nulo y el centroide del volumen del cuerpo se ubicard en él.- Por lo tanto,

si un cuerpo posee:

¢ Un plano de simetria ortogonal, el baricentro de su volumen se encuentra en él.- En general
no coincide con el centroide del drea de interseccién del cuerpo con el plano de simetria, pero
si se trata de un prisma cuyas bases son paralelas a dicho plano, si hay coincidencia: el cen-
troide del prisma se ubica en el baricentro del drea de interseccidn, igual a las bases.-

¢ Dos planos de simetria ortogonal, el baricentro de su volumen se ubica en la recta de inter-
seccién de ambos planos y coincidira con el centroide de ésta tomada como linea pesada.- Pa-
ra ello se divide el cuerpo con planos paralelos perpendiculares a esta interseccion; la distan-
cia entre estos planos serd lo suficientemente pequefia (infinitésima cuando se pueda integrar)
para que las partes seccionadas se tomen sin error significativo como prismas cuyo baricentro
se ubica de acuerdo a lo dicho en el parrafo anterior.- Luego se determina el baricentro del
conjunto como cuerpo compuesto, asociando a cada baricentro parcial el volumen del prisma
correspondiente.-

e Tres planos de simetria ortogonal que se intersecan en un punto, no en una recta, éste es el
baricentro del volumen del cuerpo.- Pero cuando lo hacen segin un eje formando un haz de
dos o mds planos es vélido lo expresado en el parrafo anterior.-

Finalmente cabe aclarar, que frecuentemente coincide el centroide del volumen de un cuerpo con
sus centros de masa y de gravedad; esto sucede cuando el mismo es homogéneo pero, si se en-
cuentra constituido por materiales de distintas densidades o pesos especificos, la determinacién de
los centros de masa y gravedad requiere que cada volumen parcial sea multiplicado por su respec-
tiva densidad o peso especificos segtin se trate de uno u otro centro.-

4.3.1.- BARICENTRO DEL VOLUMEN DE UN CUERPO COMPUESTO.-

Si un cuerpo puede dividirse en partes de volumen y baricentro conocidos se procede aplicando el
teorema de Varignon para los momentos estaticos.

| Yy
y i J‘
| -

7 .
d1C: D,
7
C
Z i
D
3
7
X | z
Jas 0 I B
S
Vista Frontal c L corte plano yz
I
3\
Fig. 4.24

Consideremos un plato circular, fig. 4.24, con una perforacién y un muiién. Se ha considerado el
cuerpo formado por tres partes: el plato de didmetro D, de volumen V, y baricentro C;; la perfora-
cién de didmetro D,, de volumen V, y baricentro C, y el mufién de didmetro D3, de volumen V; y
baricentro Cs. Fijados el espesor del plato y el largo del mufién quedan determinadas las coorde-
nadas de los baricentros parciales C;-C,-Cs.

Tendremos : V=V,-V,+V;

El plano yz es plano de simetria, luego:
c=S,,/V=0/V=0
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Sp _ YiVi—¥aVa+yiVs

Ty V, -V, +V,

_Sy _zVi-2,Vo +23V,

Zc = =
v V,-V,+V,

En el caso de tratarse de un cuerpo sélido irregular, el problema se resuelve dividiéndolo mediante
planos aproximadamente paralelos, lo suficientemente préximos como para poder, sin error apre-
ciable, suponer prismadticas las porciones de dicho sélido comprendidas entre dos planos sucesi-

vos.- Se hallara el baricentro de las partes y por tltimo el del conjunto.-

4.3.2.- BARICENTROS DE VOLUMENES POR INTEGRACION.-

Consideraremos sélo el caso de cuerpos para los cuales su volumen puede ser concebido como

integracion de discos elementales infinitésimos perpendiculares al eje.-

4.3.2.1.- Volumen y baricentro de un cono circular recto (fig. 4.25).-

Los planos xy y xz son planos de sime-
tria por lo cual C estard sobre el eje x.

El radio de la base y la altura del cono
son pardmetros que nos caracterizan el

| h ‘
— i cono en particular.
x =t 7777}» .
o Como elemento dV de volumen elegi-
7 i mos un disco paralelo a la base de espe-
OV - — — — 7 sor dx yradio y = z. Esta coordenada la
/ < vamos a expresar en funcién de x en
B ﬂ_“;/ base a la relacién existente entre las
P 7! dx coordenadas del punto P de la recta
z generatriz; en correspondencia con
F@‘ 425 dicho punto se ha ubicado el elemento
dV.- Operando se tiene:
2
= = _a o2
y/x=a/h y=(a/h)x yZ_Fx
a2
dV=ny dx=n sz dx
2 2.3
_ _ma’ ho. M h’ __ ,h
V—JvdV—?Jox dX—h—z?—Tcag

S

2 2 14 2,2
_ _ma” ho3, _ ®wa” h’ _ma’h
n = hV =l ==y

Sy, ma’h* 3
A% 4 ma’h

Xc =

4

4.3.2.2.- Volumen y baricentro de un semicono circular recto, (fig. 4.26).-

Del ejercicio anterior:
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2

dV=1/z7ty2dx=1/z7t%x2dx
h
_ _ 2
V—JvdV—nag
21.2
hna 3 _Ta‘h
vadV J dx = g

S 21.2
v _ma’h” 6 _ 3, (igual a x. del cono

X = =
TV 8 mh 4
completo) z,
i Fig. 4.c6
Su=[,ydV
+_ 2Rsen® 2ysen90° 4y
3 06 3 mw/2 3n
= AV gy AR g 22 oy 2R
~ 03 0p2 03 hr 2h? 3p*0
S, a’h 6 a
Ye= = =
\% 6 ma’h =
Z Sxy —2—0 (por ser Xy plano de simetria)
C vV OV p A Y

4.4.2.3.- Volumen y baricentro de una semiesfera solida. (fig. 4.27).-

Ecuacion circunferencia generatriz:

y2=R2—X2

dV=my dx =t R* dx - © x* dx

Xty =R

V= [ dV=nR? [} dx - [ xdx

1
-—T
3

V=rR’ R3=§nR3

Sy =[, x"dV=7R? [ xdx - [} x dx

R* 7wR* 1
Sp= 2 T gRrd
2 4 4
e R 3 3
4 Y8
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4.4.- MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS.-
4.4.1.- MOMENTOS AXIALES DE INERCIA.-

Consideremos una pieza prismdtica, de eje recto y seccidn transversal cualquiera, fig. 4.28(a),
sometida a la accién de dos pares My iguales y opuestos actuantes en el plano yz, que también
contiene al eje de la pieza. Designamos como eje AB de la pieza al lugar geométrico de los bari-
centros de las secciones transversales. Se dice que la pieza estd sometida a flexion pura.

Cortemos la pieza en dos partes mediante un plano normal en C al eje z, y representemos grafica-
mente la parte situada a la derecha del corte, desde C hasta B, fig. 4.28(b).

Para mantener este tramo en equilibrio aplicamos en la cara del corte las acciones dF que en cada
elemento de drea dA ejercia la parte izquierda de la pieza comprendida de A hasta C. Estas accio-
nes, designadas fuerzas internas, constituyen un sistema de fuerzas paralelas normales a la seccion,
distribuidas en toda su 4rea, con sentido de penetracion en la zona superior al eje “x” y de aleja-
miento en la inferior. Su intensidad es proporcional al drea dA sobre la que actia y a la distancia
del elemento considerado a un cierto eje llamado eje neutro (ya que si y=0 resulta dF=0), que en

el caso en consideracion pasa por el baricentro de la seccion, y vale:

dF =k y dA

(o)

Reduzcamos este sistema de fuerzas paralelas:
R =[, dF =, kydA = k[, ydA = kS,

donde observamos que la resultante es proporcional al momento estdtico de la seccion transversal
de la pieza respecto al eje neutro que, por ser baricéntrico, serd nulo: la resultante de las fuerzas
internas que actiian en la seccién transversal de una pieza prismdtica sometida a flexién pura es
nula.

Tomemos momentos de las fuerzas internas respecto al eje neutro:
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MY =], ydF = |, ky’dA = k[, y’dA = kI,

que nos dice que el momento de las fuerzas internas respecto al eje neutro es proporcional a
una magnitud que caracteriza geométricamente la seccion y se designa momento de inercia del
drea de la seccion transversal respecto al eje x:

L= [,y’dA
Andlogamente podemos definir como momento de inercia respecto al eje y a la expresion:
I, = [, x’dA

De la observacion de las expresiones anteriores se deduce que el momento de inercia respecto a
un eje es funcion del drea de la seccion y de la forma geométrica como se distribuye dicha drea
respecto a ese eje.

Para poner en evidencia el sentido fisico de esta magnitud, supongamos que la pieza prismadtica
anterior sea una regla de escritorio de seccién transversal rectangular en la cual la altura “d” de
ésta es mucho mayor que su ancho “b”.-

Consideremos primero que el plano que contiene los pares externo sea el “yz” (tal cual indica la
fig. 4.28), paralelo al lado mayor de la seccién transversal y perpendicular al eje neutro correspon-

diente, “x”: se observa que si aplicamos manualmente estos pares en los extremos de la regla,
flexiona levemente en su plano.-

Si en cambio aplicamos los pares externos en el plano “xz” paralelo al lado menor “b” y perpendi-

[T

cular al ahora eje neutro “y” la regla se deformard apreciablemente mds que en el caso anterior.

Asociando esto con los momentos de inercia respecto al correspondiente eje neutro, observamos
que Ix resulta mayor que Iy por ser (para la mayoria de los puntos de la seccién transversal) ma-
yor su ordenada (distancia al eje x) que su abscisa (distancia al eje y). Es decir que la deformacion
serd mayor cuanto menor sea el momento de inercia que se opone a que flexione la pieza. En
cambio la rigidez (inversa de la deformacion) serd mayor cuanto mayor sea el momento de iner-
cia que tiene la seccion transversal respecto al correspondiente eje neutro.

De lo expuesto definimos como momento de inercia de una seccion respecto a un eje x, una

caracteristica geométrica de la seccion determinada numéricamente por la expresion matemdti-
2

ca: 1= [,y dA -

Fisicamente, en el fenomeno de flexion, representa una magnitud proporcional a la rigidez que

una determinada configuracion del drea de la seccion transversal de una pieza prismdtica, con-
fiere a ésta cuando es solicitada a flexion con “x”’ como eje neutro.

4.4.2.- MOMENTO POLAR DE INERCIA.-

\\\ \\\ ~
\ ‘\/
| {
z I | 7 z X
a1 Bt e
" e ’
/ 4 /
/ / J
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Si a una pieza cilindrica de eje AB y seccién transversal circular llena, fig. 4.29, la sometemos a
dos pares iguales y opuestos contenidos en planos normales al eje de la pieza, se dice que la mis-
ma estd solicitada por torsion pura.

Cortemos la pieza con un plano normal a su eje y consideremos su seccién transversal. Las fuerzas
internas que se desarrollan en ella estidn contenidas en su plano formando un sistema plano de
fuerzas distribuidas en toda el drea de la seccién normales a la recta que une el elemento con el

punto O. La fuerza que actia en un elemento dA de drea es proporcional a la distancia del ele-
mento considerado al baricentro O de la seccién y al drea del elemento:

dF =k pdA
El momento del sistema de fuerzas respecto a O vale:

I\/I(Oi) = .[A pdF = .[A pkdF = k.[A psz =KI,

que nos dice que el momento de las fuerzas internas respecto al centro de la seccién es proporcio-
nal a una magnitud llamada momento polar de inercia respecto a O, que la designamos Io.

Con razonamientos andlogos a los expuestos para los momentos axiales de inercia, podemos defi-

nir al momento polar de inercia del drea A respecto a un punto o polo O, como una caracteristi-
ca geométrica de la seccion de drea A determinada por la expresion matemdtica:

Io=[,p’dA

Fisicamente representa una magnitud proporcional a la rigidez que una determinada configuracién
de drea de la seccidn transversal de una pieza prismética, confiere a la misma cuando es solicitada
a torsion respecto a su eje.

De la fig. 4.29 tenemos:
= [,p’dA= [, (x* +y”)dA =, x’dA+], y’dA
o0 sea
Io=L+]
lo que es valido solo si x e y son ortogonales.

Se concluye que el momento de inercia polar de una seccion respecto a O, es igual a la suma de
los momentos de inercia axiales respecto a cualquier par de ejes ortogonales con origen O.

La dimensién de los momentos de inercia, axiales o polares es una longitud elevada a la cuarta
. 4 . L, .. . .

potencia, frecuentemente se opera en cm'. Siendo las dreas positivas y estar multiplicadas por

longitudes elevadas al cuadrado los momentos de inercia son siempre positivos.

Es importante que el alumno grabe los conceptos fisicos dados para los momentos axiales y pola-
res de inercia por cuanto fundamentan un criterio para seleccionar la configuracién geométrica de
una determinada drea (y por lo tanto de la cantidad de material que ella representa) que mejor
comportamiento brinde a una estructura frente a las fuerzas que sobre ella actian.-

Los momentos de inercia, juntamente con los centrifugos que veremos a continuacion, se los de-
signa momentos de segundo orden por resultar la suma de productos de un drea por una distancia
al cuadrado o dos distancias.
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4.4.3.- MOMENTO CENTRIFUGO.-

Se denomina momento centrifugo, momento de desviacién o producto de inercia de una seccién la
caracteristica geométrica determinada numéricamente por la integral:

I, = [, xydA

donde x ey son las distancias del drea dA a los ejes x |Y
ey, fig. 4.30.- Su dimensién es una longitud elevada
a la cuarta potencia y se expresa generalmente en
cm®. El momento centrifugo puede ser positivo, ne-
gativo o, como caso particular, igual a cero.

Si uno de los ejes, x 0 y, es eje de simetria de la
seccion, el producto de inercia respecto a dichos
ejes es nulo.- En efecto, en dicho caso siempre se
puede escoger dos elementos del drea de la figura que
tengan igual abscisa y ordenadas iguales pero de
signos contrarios. Calculando la integral [, xydF su

resultado sera nulo.-

4.4.4.- RADIO DE GIRO DE UN AREA.-

Si establecemos el cociente entre el momento de inercia del drea de una seccién plana respecto a
un eje y el valor de dicha drea, obtenemos una magnitud cuya dimensién es una longitud al cua-
drado:

Sl o

X

A suraiz

se designa como radio de giro o de inercia de una seccion.- Podemos imaginarlo como la dis-
tancia del eje x a puntos en los cuales podemos suponer concentrada la totalidad de su drea
para obtener su momento de inercia respecto a dicho eje. Efectivamente, de la primera de las
expresiones anteriores obtenemos que:

I, =i A

que nos dice que cuando se conoce el radio de giro de una seccion podemos calcular el momento
de inercia sin necesidad de resolver la integral que define el valor de éste.-

[T}

De igual modo podemos definir el radio de giro axial respecto al eje “y” y el polar con respecto a
un punto O u otro cualquiera:

I =i A; i =1/A
Ip=iy A; i’=I /A
Recordando la expresién:
=L+

y colocando los momentos de inercia en funcién de los radios de giro y del area de la seccidn:

iYA=ilA+i’ A
se tiene que
i =i +i,
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4.4.5.- TEOREMA DE STEINER.-

Consideremos una seccién de drea A cualquiera y sea C su baricentro, fig. 4.31. Con origen en C
tomemos dos ejes X e Yo ortogonales entre si y, con origen en otro punto O de referencia, se tienen
los ejes x e y paralelos a los ejes X, e Y, situados a distancias d; y d, de los mismos, tal como se
indica en la figura.-
Nos proponemos establecer expresiones que nos permitan cal-
cular los momentos de segundo orden respecto al par de ejes x
ey en funcidén de los momentos de segundo orden respecto a X,
ey, yviceversa.-

L= [,y’dA
Pero:

y=Yo+d

Sustituyendo y operando resulta:

Ix = .[A (yo +d])2dA

Fig. 4.31

Desarrollando el binomio cuadrado:

I, =, y2dA +[, djdA +[, 2y d,dA=], y2dA +d;[,dA +2d,], y,dA
Donde:
.[A yidAzlxo JAdA:A .[A YodA =84 =0

Por ser Sx, el momento estatico respecto a un eje centroidal.- Por lo cual:

L=Lo+d’A (1)
Esta expresion nos dice que el momento de inercia respecto de un eje x cualquiera es igual a la
suma de del momento de inercia respecto a un eje x, baricéntrico y paralelo al dado, mds la

suma del producto del drea por el cuadrado de la distancia entre los ejes.

Con un desarrollo similar se obtiene:
L=Lo+dA (2

El momento centrifugo serd:
Ly =], xydA =], (x, +d,)(y, +d))dA

Ly= [, X,y,dA+[, x,d dA+ ], d,y dA + ], d,d,dA
Ly = Loyo + did:A 3)
Si p, es la distancia de C a O tenemos para los momentos polares:
Lh=L+L=T,+d*A+L,+d A=L,+L,+ (> +d’)A
L=lc+p’ A (4

De las expresiones anteriores se pueden despejar los momentos de segundo orden respecto a
ejes baricéntricos en funcion de los momentos respecto a ejes paralelos, y viceversa.

Si dividimos las (1), (2) y (4) por A tendremos las siguientes relaciones entre los radios de giro:
ix2 = ixo2 + dl2

22 : 2 2
1y2= 1},g + d22
1, =1 +pPc
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4.4.6.- DETERMINACION DE MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN DE AREAS.-
4.4.6.1.- Rectangulo, (fig. 4.32).-

Para reducir el problema a una integracién simple se adoptan ejes paralelos a los lados.- Como
elemento de drea una faja dA (de espesor infinitesimal) paralela al respectivo eje en consideracién:

bh? R
L= [,y’dA = ["y’bdy = | |
|
3 2 3 —
Ixozlx_d12A=£ '(Ej bh =£ ‘O‘A Fo‘y
3 2 12 e T
. I bh’/12  h | Xo
]on X0 = = — *h* - - — T T -
Va Vo g2 ot vl
\ | d,
| B B RS
Iy= T Iy0= E lyo :T o
12
Fig. 43¢
10=Ix+1y=@(h2+b2) 1c=1x0+1y0=@(h2+b2)
3 12
24,2
Ixoyo=0 Ixy=Ixoyo+dldzlA= b’h
4.4.6.2.- Triangulo. (Fig. 4.33) ki
2 h 2 b ‘
Ixz_[Ay dA:JOy E(h_}’)d}’ = _
h o b 3 ‘
b[y*dy——['y3dy = o
[,y*dy hfoy y A o
3 a0 -
= bh’/3 -bh3/4=% N | jy X
1 c 1 B Co
bh> (h) bh bh® bh® bh’ s Cod
Lo=1I —dP?A =—— (_j L L 1 | 1
12 \3) 2 12 18 36 0
o=z
b
I, [bh*/36  h
Va Vobh/2 V18 Fig. 4.33
I, = hb,;*/12 + hb 3/12=£(b3+b3)
y 1 2 D 1 ) ]yo
4.4.6.3.- Circulo. (Fig. 4.34)
X0

o= [,p*dA=]p 2mpdp =27 p’dp

Ip = Lo + Lo = 2L = 21,
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I, wR* =aD*

Ixo=Iy0—_— =
2 4 64
o n, /nR4/4_R_D
VA TR? 2 4

4.4.6.4.- Area Limitada por una Curva de Ecuacién Conocida.(fig. 4.35)

y B -

L
o

Sea que tenemos un drea delimitada por el eje de las x, la
ordenada BD y la curva OB que es la rama positiva de una
pardbola de segundo grado de eje vertical y origen en el
vértice; de ella conocemos la flecha f y la semicuerda “a”.
La ecuacién ya la conocemos y el pardmetro k lo determi-
namos con las coordenadas del punto B:

y=kx* ; paraBseri: f=ka® . k=f/a’
luego la ecuacién nos queda:

f
Y=a—2X

Para determinar los momentos de segundo orden podemos tomar como elemento infinitésimo dA

[T} (ST}

una franja paralela o perpendicular al eje “x” o al eje “y” en consideracion.-

9,

Adoptando la faja sombreada observamos que constituye un rectdngulo de base dx y altura “y” :

3
dl = y dx

= (momento de inercia de un rectdngulo respecto a su base)

Sustituyendo la funcién y por su valor de acuerdo a la ecuacién de la curva e integrando:

dlL = 3x°dx
* 3a°
f’; f3 7 f’i
L= [, dl, =— [*x°dx = "‘6=_a
3a 2la 21
Para I: )
dI, = x’dA
f f fa’> fa’
2 a2 a2 210 a4 _
I, = jAdIy=JAX dA=|'x"ydx =[x zx dx—zjnx dx = Sa_z_?

Para el momento centrifugo, aplicando Steiner al elemento infinitésimo de drea dA, se tiene:
dlyy = dlgoyo + didy dA

Pero dly, y, = 0 ya que los ejes baricéntricos del elemento son ejes de simetria; d; = y/2; d, = x:

1 f 1f?
dly = xy/2 dA = Ex—zxzydx =§—4x5dx
a a
ez xelt o1, ,
Ly= [, dl =——|"— = —f?a
v= [yl 2246 12
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4.4.6.5.- Areas Compuestas, (Fig. 4.36).- [y "
. . | ‘
El momento de inercia de una figura compuesta es iy \ Yo
igual a la suma de los momentos de inercia de sus | V1 |
. Vo
partes integrantes. \ eyl T X4
I_I(l) 1(2) 1(3) | = = T
= LT LT+ | //}\\} Sl //; an
SN T ‘
Donde cada uno de los términos del segundo | - : =1k
miembro denominan los momentos de inercia res- ‘**Qf*} 1 kﬁg |
pecto al eje x de las dreas A, Ay, As, ... integrantes i Qé”"“\ v‘ i‘ «
del drea total. 0 - — = = — = - -
Este resultado se deduce directamente de las pro- Fig‘ 4,36

piedades de la integral definida:
[yy’dA =], y’dA +],,y’dA + [, y’dA + ...

siempre que: A=A +A+Az+ ...

Asf, pues para obtener el momento de inercia de una figura compuesta, es necesario descompo-
nerla en una serie de figuras simples, calcular sus momentos de inercia y sumarlos después..- Este
teorema es también vélido para los productos de inercia.

Sea la seccién en forma de L de la figura 4.36 , que descomponemos en dos rectdngulos de cen-
troides C; y Cy; sean A; y A, sus respectivas dreas. Tendremos:
L=L"+L?
Aplicando Steiner
LV=1," +b A
[P =17 +b)’ Ay
Reemplazando

L=T,"+ b’ A+ L? + b,° Ay
Del mismo modo se obtienen I, e I,.

Debe observarse que el radio de giro de un drea compuesta no es igual a la suma de los radios de
giro de las dreas componentes. Para determinar el radio de giro de una figura compuesta es necesa-
rio calcular su momento de inercia. Finalmente digamos que los momentos de segundo orden y los
radios de giro de los perfiles laminados (doble T, perfil U 6 canal, hierro angular, etc.) figuran en
tablas de perfiles de los fabricantes o de los manuales especializados.

4.4.6.6.- Area de Contorno Irregular.-

El problema puede resolverse por métodos graficos o
numéricos. Veremos sélo los analiticos.

Dividimos la figura dada en fajas de reducido espesor,
paralelas a la direccién del eje, de modo que las superfi- n {

cies resultantes sean tales que la determinacién de su L I Yo K J fli
baricentro sea posible en forma simple, y cuyas dreas *
sean féciles de calcular.- Fig. 4.37
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Es asi que las dos superficies extremas del caso del gréfico, pueden sin mayor error asimilarse a
segmentos parabolicos y las restantes a trapecios.

Estos a su vez pueden sustituirse por rectdngulos de igual drea por cuanto dada su altura pequeiia,
la diferencia de ubicacién de los baricentros es despreciable.

Calculadas las dreas parciales y determinadas las distancias y; de cada centroide al eje x se tiene
aplicando Steiner a cada 4rea parcial:

L=Y% (Ixi(i) + YizAi) = le(l) + Y12A1 + IXZ(Z) + Y22A2 + ..

Donde I;” es el momento de inercia de cada 4rea parcial respecto a su propio eje baricéntrico
paralelo a x, e yi°A; es el producto del drea de cada figura parcial por el cuadrado de la distancia
entre el eje X y su eje centroidal paralelo.

Si se toman las fajas de reducido espesor la Y. I,” es despreciable frente a la Yy ’A; pudiéndose
tomar para este caso:

L=)Y YizAi

Para el momento centrifugo seria:
Iy = Y (I yi(i) + X yi A

Pero I yi('), momento centrifugo de cada elemento respecto a ejes baricénticos paralelos a los da-
dos, es aproximadamente igual a cero ya que se trata de figuras aproximadamente rectangulares en
las cuales los ejes baricéntricos son ejes de simetria. Luego:

Ixy =Y x Vi Aj

Para calcular I, deben tomarse franjas paralelas al eje y procediendo luego como se ha indicado
para Xx.

4.4.7.- MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN RESPECTO A EJES DEL MISMO ORIGEN.-

En la fig. 4.38 se observa una seccién plana en
la cual se han tomado, con origen en un mismo
punto O, dos pares de ejes perpendiculares x L
y,ulv.

Hallemos la relacién entre los momentos de
segundo orden respecto a los ejes x e y, por una
parte y los momentos de segundo orden res-
pecto a los ejes u 'y v por la otra. El par de ejes
u y v puede rotar alrededor de O y su posicién

Fig. 4.38 se determina por el dngulo 6 que forma u con
X; tomamos el sentido antihorario como positivo para medir los 4ngulos.

En el entorno del punto B consideramos un elemento de drea dA y establezcamos la relacién entre
sus coordenadas respecto a uno u otro par de ejes:

u=0K=0OE+EK=xcos0+ysen0
v=BK=BH-HK=ycos0-xsen9
Hallamos ahora los momentos de segundo orden respectoauy v:

I,=],v’dA =], (ycos®—xsen )’ dA
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I,=cos’® [, y’dA +sen’® [, x*dA - 2 sen 0 cos 8 [, xydA
=1 cos’0 + I, sen’® - I,y sen20 (1)
Anélogamente se obtiene:
I, =], u’dA =cos’0 [, x’dA +sen’8 [, y’dA + 2 sen 0 cos 8 [, xydA
I, = I, sen’® + I, cos’0 + I, sen20 2)
Para el producto de inercia:

Iy =/, uvdA = cos’® |, xydA- sen®cos O |, x’dA + senBcos O [, y’dA -sen’0 [, xydA

Iy= — 3 *sen20 + I, cos20  (3)

Sumando las expresiones (1) y (2) hallamos:
L+, =L+ =1 =cte

Que demuestra que la suma de los momentos de inercia, respecto a ejes perpendiculares entre si no
se altera al girar estos ejes un dngulo cualquiera ©.
Si en la (1) hacemos 6=45° sera:

2 2
2 J2 I +1,
1450 = Ix 7 + Iy 7 - Ixy= _Ixy

2

I +1,
De donde: Iy = 5~ Is

Expresion que permite calcular el momento centrifugo respecto a dos ejes ortogonales conoci-
dos los momentos axiales respecto a cada uno de ellos y a un eje intermedio a 45°.

4.4.8.- EJES Y MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA .-

Analicemos los valores que toman los momentos de segundo orden respecto a dos ejes normales u
y v en funcién del dngulo 6 que respectivamente forman con los ejes coordenados x e y:

Al variar el dngulo 0 rotardn los ejes u y v alrededor de O y las magnitudes I, - I, - I,, también
variardn: I, e I, entre un méximo y un minimo ambos positivos, en cambio, I, puede ser negativo
y pasard por cero. Veamos como determinar el valor angular correspondiente a los valores extre-
mos de I,. Para ello hallemos su derivada primera dada por la expresion (1) del apartado 4.4.7:

dI
de“ =21, cos 0 (-sen 6) + 2 I, sen O cos O - 2 I, cos 20

Operemos con sus términos, igualémosla a cero y llamando 6, al valor del dngulo del primer
cuadrante que cumple esa condicion:
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dI

- =-(I-1,)sen 26, -2 I, cos 26,=0

de 6=60

de donde:
21 1
tg 20, = -— = -— (4)
L .
5( x y)

Esta expresion se satisface para dos valores angulares: 20, y 20,+7 que, segin su signo, podrin
ser positivos o negativos. Cada uno de estos argumentos define un eje que forma con el eje x los

dngulos: (fig. 4.39)

(8,)
segun el signo de tg 20, y

correspondiente al primer o cuarto cuadrante y variable entre 0° y 45° o entre 0° y -45°

T . .
( 90+E ) correspondiente al segundo o tercer cuadrante de acuerdo al signo de la (4).-

Fig. 4.39

do, en las férmulas (1) y (2) del apartado 4.4.7,

Estos ejes son perpendiculares entre si y se de-
nominan ejes principales de inercia: con res-
pecto a uno de ellos el momento de inercia es
méximo y minimo con respecto al otro. Los mo-
mentos de inercia correspondientes se denominan
momentos principales de inercia.

Llamaremos I, el momento de inercia maximo
correspondiente a uno de los ejes principales que
designaremos e, ; el eje perpendicular e, definird
el momento minimo I, . Se trata de establecer los
valores de I; y de I, y de determinar cual de los
dngulos (6, ) 0 (0, + T2 ), corresponde al eje e;
y cual al eje e,.

Los valores de I, y de I, se obtienen introducien-
el valor de 0, dado por la (4) del siguiente modo:

Sustituyendo en la (1) la expresién de cos* 8 y sen® 8 en funcién del coseno del dngulo doble

2 1+ cos 2a. 2 1 —cos2a
cos” Ob=—— ; sen” b =———
2 2
se llega a:
L+, I, -1
I,= 3 + cos20— IXy sen 20 ®))
Reemplazando:
1 tg20
€08 20 = ——— y sen 20 = g

J1+tg? 20

J1+tg” 26

por sus valores en funcién de tg 20 y dando a éste el valor particular expresado por la (4) se llega

luego de algunas transformaciones a que:

I o+1,

I -1,

Il = Imax

(s

(6a)

2
2
j o,

Efectuando iguales operaciones en la (2) se obtiene:
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2
I +1 I, -1
L=Ipn= *2 y_\/( *2 yj +1,° (6b)

Para determinar si es ( 6, ) o ( 6,+ 7?2 ) el dngulo que el eje principal e; de momento miximo
forma con el eje x, establecemos la derivada segunda de I, con respecto a 0 a partir de su derivada
primera obtenida mas arriba. Luego de algunas transformaciones se llega a:

a1 2 (I,- 1,) cos 26 | 1 2Ly 20
=~ =-2 (L -1L) cos - t
de> ! -1, °©

X y

Introduciendo el valor de 6, que anula la derivada primera se tiene:

{dzlu}
2
de* |

Dado que la condicién de maximo de la funcién I, es que el segundo miembro obtenido tenga un
valor menor que cero y observando que la expresién entre llaves es siempre positiva, esta condi-
cién queda satisfecha si: - (I, - 1,) <0

I, -1

21
=-(Ix-I)){2cos 20, 1+[ X ]
x Ty

o

desigualdad que multiplicada por -1 queda (I,-1,) >0 osea que:

L>1,
Por lo tanto si I, es mayor que I, el dngulo 0, define el eje principal para el cual es mdximo el
momento de inercia. En otros términos , para la posicion de los ejes y sentido de los dngulos
establecidos resulta:

SiI.>1,, 6,determina e; para el cual I} = 1,.4. y 0, + /2 determina e, para el cual I, = I,,;,.

En cambio si I, < I,, 0,determina e, para el cual I, = 1,,;, y 0, + /2 determina e; para el cual
1 1= Imdx-

Demostraremos ahora que el momento centrifugo respecto a los ejes principales de inercia es
nulo. En efecto si observamos que su posicion, dada por (8,) y (6, + 7/2) la hemos hallado en
base a la expresion:

dI
- =-(I-1;)sen 26, - 2 I, cos 26,=0
do 6=00
que multiplicada por - ¥2 nos da:
Yo (I -1y ) sen 20, + I, cos 26,=0

Comparada con la expresion (3) que establece el valor del momento centrifugo I, en funcién de I,
I, y 6 hace evidente que el momento centrifugo respecto al los ejes principales de inercia es nulo.-
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Resumiendo, de las infinitas rectas pasantes por un punto de una seccion, se denominan ejes
principales de inercia los dos tnicos ejes que poseen las siguientes caracteristicas:

1.- Los momentos de inercia respecto a ellos tienen valores extremos positivos: mdximo
respecto a uno y minimo respecto al otro).

2.- Son perpendiculares entre si.
3.- El momento centrifugo respecto a los ejes principales de inercia es nulo.-

Los ejes principales, que pasan por el baricentro de la seccion se denominan ejes principales
centrales de inercia.

En muchos casos resulta ficil determinar la posicién de los ejes principales de inercia. Si la sec-
cion tiene un eje de simetria, entonces este eje es uno de los ejes principales; el otro es perpendi-
cular al primero para cualquier punto de dicho eje. Esto se deduce de que respecto al eje de
simetria y otro cualquiera, perpendicular a él, el producto de inercia es igual a cero.

Por las férmulas (1) y (3) se puede demostrar que si los dos momentos principales centrales de
inercia son iguales, entonces toda recta pasante por el baricentro serd eje principal y todos los
momentos principales centrales serdn iguales (circulo, cuadrado, hexdgono, tridngulo equildte-
ro, etc...).- En efecto supongamos que para cierta seccién los ejes X e y son principales y baricén-
tricos, y que al mismo tiempo I; =1, .- De las férmulas (1) y (2) se obtiene que I, =I,=1,=1,, y
de la férmula (3) que I,, = 0; es decir que los ejes u y v cualesquiera, son ejes baricéntricos princi-
pales de inercia de la figura.

Agquellos pares de ejes para los cuales el momento centrifugo se anula, se denominan ejes con-
Jjugados de inercia. Existen infinitos pares de ejes conjugados de un mismo origen, y entre ellos
uno ortogonal: los principales de inercia.

Si derivasemos la expresion de I, dada por la (3) en busca de hallar los valores extremos del
producto de inercia, llegariamos a que los ejes para los cuales se producen esos valores quedan
definido por el dngulo 6; dado por:

x Ty

tg 20, = = - cotg 20,
g <Y o1 g

Xy

0,y 0; difieren en 45° es decir que el par de ejes para los cuales el momento centrifugo es md-
ximo o minimo, bisecard el dngulo que forman entre si los ejes principales.- Para obtener los
momentos centrifugos extremos respecto a los ejes principales e; e, , se sigue un procedimiento
andlogo al empleado para obtener los momentos axiales principales y se llega a:

Teye, | =+

min

En sintesis final, la determinacion analitica de los ejes y momentos principales de inercia de
una seccion con respecto a uno cualquiera de los puntos de su plano, O por ejemplo, se con-
creta por el siguiente camino:

1. Secalculan I, I,, I, paraun par de ejes ortogonales convenientemente elegidos con origen
en el punto O.-

2. Se calcula el angulo 0, con la expresién (4) y, segin sea I, >I, o I,<I,, se establece cual
dngulo corresponde al eje e, y cual al e; .-

3. Se determinan los valores de s € I, con las ecuaciones ( 6a ) y ( 6b ) y los momentos
centrifugos maximo y minimo con la ( 6¢ ).-
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4.4.9.- CIRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN .-

La determinacién de los momentos principales de inercia puede obtenerse utilizando métodos
gréficos en lugar del proceso analitico descripto en 4.4.8. Sea una seccién cualquiera, fig. 4.40, de
la cual conocemos los momentos de segundo orden Iy - I, - I, respecto a un par de ejes ortogona-
les xy con origen en O. Sea ademds, con igual origen, otro par de ejes uv, ortogonales entre si y
que imaginamos pueden rotar alrededor de O quedando su posicién definida por el dngulo 6 que
forma u con x. Nos proponemos determinar los ejes y los momentos principales mediante la cons-
truccién grafica de MOHR.-

Si reproducimos las ecuaciones (5) y (3) de los apartados 4.4.8 y 4.4.7 respectivamente:

L= %2k + 1) + Y2 (I, - 1) cos 20 — I, sen 20
(7)
Iy =% (I, - Iy) sen 20 + I, cos 20

Se observa que cada valor de 0 define una posicién del par de ejes u, v, pudiéndose obtener me-
diante las ecuaciones (7) los momentos de segundo orden I, e I, correspondientes a cualquier
valor de ©.-

|y
\

Fig. 4.40

Graficamente, fig. 4.40, sobre un par de ejes rectangulares con origen en Q, se llevan los valores
de I, en abscisas e I, en ordenadas correspondientes a cada par de ejes ortogonales, comenzando
con los valores conocidos de I, € I, que definen un punto tal como el M. Si imaginamos que el par
de ejes u, v rota alrededor de O, a cada valor de 0 corresponderd una posicién de los ejes, un valor
de I, y de I, dados por las ecuaciones paramétricas (7) y un punto representativo en el grafico. Las
infinitas posiciones de los ejes alrededor de O definen gréficamente una curva continua y cerrada
que evidenciaremos se trata de una circunferencia. Efectivamente ordenando las (7):

I, — Y2 (Ik +1,) = %2 (Ik — 1) cos 26 - I, sen 20
Ly = %2 (k- 1) sen 20 + I, cos 20
Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro:
[L - Y2 0 HP + L = 2 - [P + 1,

si llamamos:
xc =Y (I, + L) y R*=[% (I, - )] + L

y sustituimos en la anterior:
(L—x +1," =R’
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Esta ultima constituye la ecuacion de una circunferencia de radio R y centro en un punto C de

coordenadas xc =% (I, +1,) e y. = 0.- Esta circunferencia se denomina Circunferencia de
Mohr.

Con centro en C y radio R trazamos la circunferencia referida al sistema de ejes I, e I,y con origen

en Q.

Sabemos que las coordenadas de cada punto de esta circunferencia representan los momentos I, e
I,y para cada uno de los infinitos ejes que pasan por O.

Ubiquemos en primer término, sobre la circunferencia de Mohr el punto correspondiente al eje x
origen de los dngulos. Para ello en las (7) hacemos 6 = 0°:

L=1I
Ejex: 06=0° punto representativo: M
Iw= Iy (supuesto >0)
L=
Ejey: 06=90° punto representativo: N
Iuv= - Ixy

Observemos que M y N se localizan en extremos opuestos de un didmetro con una diferencia an-
gular al centro de 180° o sea dos veces el 4ngulo formado por x e y.

De facil correlacién con sus respectivos ejes son los punto A y B ya que para ellos I, = I,,4 para A
e I, = I para B, y para ambos puntos I,, = 0. Evidentemente A y B representan los momentos de
segundo orden correspondientes a los ejes principales de inercia pasantes por O, I; e L.

Ubicados M y A , establezcamos el valor del arco y del dngulo al centro entre ellos:

A HM 21,
tgACM = —— = Y
CH I,-I,

por la (4) del apartado 4.4.8 resulta:
tg ACM = - tg 26,

luego:
MCA =286,

Llevando en el gréfico de la seccién el dngulo 6, a partir de x en el sentido que va de M hacia A
tenemos ubicado el eje “e,” para el cual I, = I, = I;. Perpendicularmente se tiene “e,” para el cual
Iu = Im1’n = IZ"

Lo expuesto nos da los fundamentos de la construccién grafica que se utiliza para trazar la circun-
ferencia de Mohr que no recurre al célculo de las coordenadas del centro y del radio, sino que es la
siguiente:

Dada una seccién de baricentro G, fig. 4.41, se fijan dos ejes centrales ortogonales x e y ; se cal-
cula respecto a ellos I, , I, e I, .- Se ha tomado la seccioén y los ejes tal que I, > I, e I, > O, fig.
4.41(a).

En la fig. 4.41(b) se trazan los ejes I, e I, con origen en Q y adoptando una escala de momentos de
4
inercia del tipo

se representan los puntos M(Iy ; I,,) y N(, ; -Iyy), y los unimos con una

recta; donde corta al el eje de abscisas tenemos el centro C. Con radio CM se traza la circunferen-
cia de Mohr.
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|
Fig. 4.41

Las abscisas de los puntos A y B donde la circunferencia intercepta al eje de abscisas determinan
los momentos principales de inercia. Para ubicar los ejes principales en la figura 4.41.(a) podemos
recurrir al procedimiento indicado en el caso anterior o mediante la siguiente construccion grafica:

Por el punto M se traza una paralela al eje x, es decir una paralela al eje cuyos momentos expresan
las coordenadas de M; esta recta intercepta la circunferencia en el punto P llamado polo del circulo
de Mohr. El mismo punto P se obtiene si se traza por N una paralela al eje y.

El polo goza de la propiedad de que cualquier recta que pasa por él, (PM, PN por ejemplo) inter-
cepta a la circunferencia en un punto (M, N) cuyas coordenadas expresan los momentos de segun-
do orden de un eje que pasa por O y es paralelo a dichas rectas (PM, PN).

Determinado P, se lo une con A y con B siendo sus paralelas trazadas por G los ejes principales e;
y €.

En la figura se observa que MPA = 0, ya que se trata de un dngulo inscripto en una circunferencia

que subtiende un arco cuyo dngulo al centro vale MCA =2 0, .

Inversamente, si dado el eje u, queremos conocer los momentos de segundo orden respecto a él
utilizando el circulo de Mohr, sélo tenemos que trazar por P una paralela a u que corte a la circun-
ferencia en D: la abscisa y ordenada de D nos dan I, e I,.

Finalmente si quisiéramos conocer los valores extremos de los momentos centrifugos y sus res-
pectivos ejes, el didmetro paralelo al eje I, intercepta a la circunferencia en E y F cuyas ordenadas
nos dan los valores buscados. Si uno E y F con P y trazo paralelas a PE y PF obtengo la direccién
de los ejes para los cuales los centrifugos son mdximos o minimos. El dngulo que forman con los
ejes principales de inercia es de 45° ya que el dngulo inscripto EPA formado entre ellos, subtiende
el arco EA cuyo dngulo central vale 90°. Destacamos que al representarse en el sistema de ejes I, ,
Iy las coordenadas de los puntos M y N para trazar la circunferencia se debe:

Para el punto M, tomar el momento de inercia respecto a “x” y el centrifugo respecto a “x” e “y”
con sus respectivos signos.-

[T}

Para el punto N, tomar el momento de inercia respecto a “y” con su signo y el centrifugo respecto

[T}

a “x”e“y’ con signo cambiado.-
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CAPITULO 5

ANALISIS DE ESTRUCTURAS RETICULARES

5.1.- CONCEPTOS GENERALES.-

Bajo la denominacion de estructuras se designan los elementos componentes de una obra o mdquina
que, por su propia resistencia, garantizan la estabilidad del conjunto, es decir el equilibrio estable del
conjunto.-

\ \
_ A | B — _ A | B _
i \ ] F T \ F
ﬁi — — 1 g > > — — %4—
(" [n
F S : r
A S-Fp— F A 5F fp—— T
I |
B B
Fig. 5.1

Una de las formas estructurales fundamentales es la barra que, en su concepcién mds general, es una
pieza prismdtica que tiene dos dimensiones pequefias en comparacion con la tercera. En una
interpretacion mads restringida la tomaremos de eje recto y nos limitaremos, por el momento, al caso
frecuente de que se encuentre sometida a la accién de dos fuerzas aplicadas en sus extremos. Sabemos
que, en tal situacion, el equilibrio sélo puede existir si las fuerzas son opuestas e iguales para lo cual es
imprescindible que sus rectas de accion sean coincidentes con el eje de la barra.-

Consideremos una barra AB sometida a dos fuerzas axiales opuestas F y - F, figura 5.1.; si el sentido
de éstas tiende a alargar la barra, se dice que estd sometida a traccion; si el sentido de las fuerzas tiende
a acortar la barra, ésta se encuentra solicitada a compresion.- Imaginemos la barra cortada por un plano
normal a su eje (de traza n-n) que la divide en dos partes.- Al cortarla se ha roto el equilibrio y para
restablecerlo debemos aplicar, en ambas caras del corte, fuerzas equivalentes a las interacciones o
fuerzas internas que existian entre las particulas adyacentes al corte antes que se practicase el mismo.- A
las dos resultantes de estas fuerzas internas se las denomina “esfuerzo en la barra” y las indicamos con
laletra S.-

Para determinar el esfuerzo en una barra es necesario calcular la intensidad de la fuerza S y establecer si
corresponde a una solicitacién de traccién o de compresion.-

Al efecto, si consideramos el tramo izquierdo de la barra de la figura 5.1. donde se han puesto en
evidencia las fuerzas internas, se observa que la accién S del tramo derecho sobre el izquierdo es una
fuerza axial de sentido tal que se aleja (o se acerca) al extremo del tramo considerado segin que la
solicitacién sea de traccién (o compresion), respectivamente.- Si tomdsemos el tramo derecho en lugar
del izquierdo se llega a igual conclusién.- En forma general se puede establecer que “ la solicitacion
sobre una barra es de traccion o de compresion segiin que el sentido del esfuerzo interno se aleje o se
acerque, respectivamente, al extremo considerado “.-
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“ Una estructura constituida por varias barras (de hierro, madera u hormigon) unidas por sus
extremos en puntos llamados nudos, de manera tal que el conjunto asi formado sea indeformable, se
denomina armadura o reticulado rigido.- Si a esta estructura le agregamos los vinculos que la fijan a
tierra, hablamos de sistema reticulado.-

En la figura 5.2 se observa la estructura de un puente que, como se sabe, es utilizado por el hombre para
sostener cargas a través de un vano.- Esta constituido por dos reticulados paralelos apoyados sobre
pilares extremos llamados estribos.- Apoyando a su vez en los nudos del cordén inferior de aquéllos se
observan las viguetas , llamadas también traviesas, que reciben la carga de los largueros, paralelos a las
armaduras, que son los elementos estructurales que sustentan la superficie de rodamiento por donde
circulan las cargas.- El entramado descripto se denomina tablero del puente.-

La estructura total del puente se desarrolla en el espacio como asi también la posicién de las cargas.-
Pero, si observamos el corte practicado en correspondencia con la vigueta central, la carga vertical P que
incide sobre ella podemos descomponerla en dos fuerzas seglin rectas paralelas coincidentes con la
interseccion del plano de las armaduras con el plano vertical que contiene la vigueta, P’ y P”.-
Extendido esto a todas las viguetas, se observa que cada uno de los reticulados constituye una

Fig. 5.2

estructura plana sometida a la accion de fuerzas que actdan en su plano y en correspondencia con
los nudos.-

La estructura del puente se la concibe entonces como dos sistemas reticulados planos vinculados por
viguetas y largueros formando un entramado.- Los reticulados planos se utilizan en techos y puentes.-

Las barras se designan barras de contorno o exteriores y barras de alma o interiores.- Las primeras se
caracterizan por pertenecer a un solo tridngulo del reticulado en cambio las segundas forman parte de
dos de ellos.- Las barras de contorno forman los cordones superior e inferior de la estructura; en el
primero las barras trabajan frecuentemente a compresién y a traccién en el segundo.- Una barra que
trabaja a traccién se denomina firante ; par o puntal cuando es a compresion.- Las barras de alma se
denominan montantes si son verticales y diagonales cuando estan inclinadas.-

En los reticulados se designard cada nudo por un nimero: nudo (1), nudo (2), nudo (3),... o, en forma
genérica: nudo (i), nudo ( j).- Las barras se denominaran utilizando los nimeros correspondientes a sus
nudos extremos: barra 1-2, barra 3-4, barra i-j.-

Existen también estructuras reticulares espaciales que son aquéllas cuyas barras no estdn contenidas en
un plano unico, encontrdndose sometidas a fuerzas que se sitdan en el espacio.- Estas estructuras se
encuentran en diversos tipos de grias, ctpulas reticulares, torres, agujas, etc.., y serdn analizadas en el
apartado 5.10.-
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5.2.- GENERACION DE RETICULADOS PLANOS.- CONDICION DE RIGIDEZ.-

En base al proceso de generaciéon de un reticulado se distinguen tres tipos: Reticulados simples,
compuestos y complejos.-

5.2.1.- RETICULADOS SIMPLES.-

Supongamos tres barras articuladas entre si de modo que constituyan una cadena cinemdtica abierta con
cinco grados de libertad, figura 5.3.- Si articulamos entre si las dos barras extremas restringiremos en el
conjunto dos grados de libertad, restando sélo tres y comportdndose como una tnica chapa rigida.- Es
decir que tres barras rigidas articuladas entre si por sus extremos se comportan como una tnica chapa

‘ \JA/<//V
VAVAVAVAVAVAN

Fig. 5.3

Si a dos cualesquiera de los vértices del tridngulo asi obtenido, les articulamos dos nuevas barras
coplanares, el resultado serd una nueva cadena cinemdtica de tres chapas con cinco grados de libertad.-
Articulando entre si los extremos de las dos barras agregadas al tridngulo primitivo, restamos al
conjunto dos grados de libertad, con lo que quedardn sélo tres y se comportard como una tnica chapa
rigida.- Articulando nuevos pares de barras coplanares a vértices consecutivos o no consecutivos del
reticulado que se va formando y articuldndolas entre si se obtiene un reticulado simple.- Si los pares de
barras se articulan a vértices consecutivos el reticulado estard formado sélo por tridngulos y se lo designa
triangulado simple .- Son reticulados simples los presentados en la figura 5.4.-

P PR TAYAN

Pratt Howe Polonceru simple
Warren Pratt cordon Viga K

semiparabolico

Fig. 5.4

Si llamamos “n” al nimero de pares de barras que se agregan al tridngulo primitivo, el niimero total de
barras sera:

b=2n+3
Y como cada par de barras adicionales da origen a un nuevo vértice, el niimero de éstos sera:
v=n+3

Despejando n de esta tltima y reemplazando en la primera se tiene:

b=2v-3 (1)
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Que nos dice que para que un reticulado simple sea rigido el niimero de barras del mismo debe ser
igual al doble del niimero de vértices menos 3.- La expresion ( 1 ) se conoce como condicion de
rigidez de un reticulado.-

5.2.2.- RETICULADOS COMPUESTOS.-

Si consideramos dos reticulados simples coplanares, como los indicados en la figura 5.5(a), y los unimos
mediante tres vinculos cinemdticamente eficientes, quedan rigidamente enlazados uno con otro y el
reticulado resultante, llamado reticulado compuesto, serd también rigido.- Estos tres vinculos podrdn ser
una articulacién y una barra que no pase por ella, o tres barras que no concurran a un punto.- El
reticulado de la figura 5.5(a) es rigido, en cambio el de la 5.5(b) no lo es por cuanto al concurrir las tres
barras de enlace a un punto, una de ellas constituye un vinculo aparente y es posible una rotacién
infinitésima relativa de un reticulado simple respecto al otro, alrededor del punto de concurrencia.-

Fig. 5.5

En la figura 5.6 se presentan algunos ejemplos de reticulados compuestos.-

Polonceau Compuesto

4 7777,

Reticulado compuesto
para nave industrial
con linterna

Baltimore

Fig. 5.6

Veamos la relacién existente entre el nimero de barras b, requeridas para que el reticulado generado en
la forma expuesta sea rigido, y el nimero de vértices o nudos v que posee.- Sean b’y v’ los nimeros
de barras y vértices de uno de los reticulados, y b” y v’ los correspondientes al otro.- Entre ellos se
debe cumplir la condicién de rigidez o sea que:

b’ =2v -3

b’ =2v’-3
Sumando miembro a miembro seré:

b +b”"=2(vV+Vv’)-6
Si el reticulado compuesto se genera uniendo los simples en la forma expuesta, tres barras por ejemplo,
el numero total de barras sera:
b=b+b"+3=2(vV+V")-6+3=2v-3
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En donde v = v’ + v” teniendo presente que al generar el reticulado compuesto no hemos agregado
ninguin nudo a los que tenian los reticulados simples.-

Si el enlace entre éstos se hace con una barra y una articulacién, que resultard de unir un vértice del
primer reticulado simple con otro del segundo (caso del Polonceau compuesto de la figura 5.6), sera:

b=b+b"+1=2(vV+V")-6+1=2(v+V’)-5
v=v+vi -1
Operando resultara:
b=2(v+1)-5=2v-3

Si en lugar de dos , se vincularan tres o mds reticulados simples se obtendria la misma expresion, lo que
significa que la condicién de rigidez requerida por los reticulados simples es también necesaria en los

TN N N

Fig. 5.7

Pero en éstos es condicidén necesaria mas no suficiente para asegurar la rigidez del conjunto.-
Efectivamente, consideremos la viga Pratt de la figura 5.7, que es un reticulado simple obtenido por
triangulacién.- Pero podemos concebirlo como formado por dos reticulados simples unidos por tres
barras.- En él se cumple la relacién
b= 2v-3 (25=12x14 -3)

Si se saca la barra diagonal y se la traslada a la posicién indicada en la tercer figura, evidentemente se
continuard cumpliendo la condicién b = 2v - 3 pero el sistema reticular resultante serd inestable : falta
una barra de enlace entre los dos reticulados simples, y hay una barra en exceso (superabundante) en el
reticulado simple de la derecha.- Es decir para que la ecuacién b = 2v - 3 sea condicién suficiente de
rigidez las barras deben estar convenientemente distribuidas para lo cual, debe verificarse que la
ecuacion expresada se cumpla independientemente en cada uno de los reticulados componentes y que
los vinculos de enlace entre ambos sean cinemdticamente eficientes.-

Cabe otra aclaracién referida a los limites de validez de la condicién de rigidez obtenida.- Para ello
observemos nuevamente la figura 5.6.- En ella se han representado tres reticulados compuestos de los
cuales dos se comportan como una chapa tnica con tres grados de libertad y se fijan a tierra con tres
vinculos simples.- El tercero es un reticulado compuesto constituido por cuatro chapas articuladas entre
si en los nudos C, D, E y H, constituyendo una cadena cinematica cerrada de cuatro chapas que se
articula en los nudos A y B a apoyos dobles fijos en tierra.- El sistema reticulado es isostdtico ya que
tiene tantos vinculos a tierra (cuatro) como grados de libertad posee la cadena cinemadtica cerrada de
cuatro chapas.-

Veamos que sucede con la condicién de rigidez.- El reticulado estd constituido por 40 barras y 22
vértices; aplicando esta condicidn resulta que 40 # 2x22 - 3y, por lo tanto, no se cumple la condicién de
rigidez en la forma que se la presentd para los reticulados de una sola chapa con tres grados de
libertad.- Este aparente incumplimiento se aclara si generalizamos el planteo del problema partiendo de
que para tener un sistema reticular isostdtico (y consecuentemente presente constriccion total), deben
disponerse de tantas ecuaciones independientes como incdgnitas haya.-

Llamando p (mt) al nimero de vinculos simples externos que se necesita para inmovilizar el reticulado
ya sea que se trate de una cadena cinemdtica (1 >3 ) o de una chapa tnica (L = 3 ) se tiene:

Condicién de isostaticidad: I=E

Niimero de incdgnitas: I=b+pn

Ecuaciones independientes disponibles: E =2v (segiin se verd en apartado 5.4.)
De donde: b+u=2v

O, también: b =2v-pu
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Esta condicién es cumplida por el reticulado en consideracién ya que: b = 2x22 — 4 = 40 .- La
disminucién de una barra ha sido sustituida por un vinculo externo adicional.-

5.2.3.- RETICULADOS COMPLE]JOS.-

Consideremos, figura 5.8 , una cadena cinematica cerrada formada por seis barras; sabemos que tendrd
tanto grados de libertad como barras o vértices posea:

g=V=6

Fig. 5.8

Para transformarla en un reticulado rigido debemos dejarle sélo tres grados de libertad; para ello
agregaremos, vinculando sus vértices, tantas barras como grados de libertad posea la cadena menos tres.-
En nuestro caso agregamos tres barras y el reticulado quedard con sélo tres grados de libertad
comportandose como una chapa rigida.- Este reticulado constituye un reticulado complejo 'y suele
formar parte de algunas armaduras como la presentada en la figura 5.21 del apartado 5.7.-

Veamos la relacién entre barras y vértices.- El nimero de barras iniciales de la cadena cerrada es:
b =v
Las barras agregadas son:
b’=g-3=v-3
El total sera:
b=b+b"=v+v-3=2v-3

Lo que da validez a esta expresion como condicion de rigidez de cualquier tipo de armadura que
tenga tres grados de libertad, es decir que se comporte como una tinica chapa.-

Si el nimero de barras es inferior al requerido por la condicién de rigidez, o sea b < 2v - 3, estamos en
presencia de un sistema inestable, es decir, de una cadena cinemadtica con tantos grados de libertad como
barras falten para completar el nimero (2v - 3).-

Si la armadura posee mds barras que las exigidas por la condicién de rigidez, b > 2v - 3 | tendremos un
sistema reticulado estable con exceso de vinculos internos; las barras que exceden el nimero impuesto
por la condicién de rigidez , { b- (2v -3 ) }, se denominan barras superabundantes .-

5.3.- HIPOTESIS DE CALCULO.-

Para determinar los esfuerzos que se originan en las barras se formulan dos hipdétesis que, con la
suficiente aproximacion, permiten abordar el cdlculo con sencillez.- Se supone primero que las barras se
encuentran articuladas en los nudos y, en segundo término, que las fuerzas exteriores actiian
solamente en ellos.-

En la figura 5.9. se ha separado una barra genérica “i-j” cortando las barras que la unian a otros nudos y
se han aplicado las fuerzas reactivas que los nudos (i ) y (j ) recibian de las barras cortadas.- Por la
naturaleza del vinculo que la enlaza a las barras adyacentes y la forma como actdan las fuerzas
exteriores activas, se han supuesto tres hipétesis, a saber:
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Y \

Barras articuladas Barras articuladas . Barras empotradas
J;W/ Fuerzas en los nudos \ J;W/ Fuerzas en los nudos \J‘ Fuerzas cualquiera

Fuerzas transversales

Diagramas de cuerpo libre
Si Sig IT S

* En la parte (a) de la figura las fuerzas externas activas (y también las reactivas) estdn aplicadas en
los nudos formados por barras articuladas entre si: en estas condiciones se ha visto (apartado 2.7.3)
que la unica posibilidad de equilibrio existe si las dos resultantes extremas son iguales, opuestas y de
direccion coincidente con el eje de la barra; la intensidad S del esfuerzo axial constituye la iinica
incognita a determinar.-

® En los casos que las barras estin articuladas en sus extremos y cargadas en los nudos y
transversalmente, figura 5.9 (b), aparece otra incognita a mds de S : la componente transversal de
la reaccion que se determina sin cambios importantes del cdlculo.-

¢ En cambio, si se considera la barra con sus extremos empotrados y sometida, a mds de las fuerzas en
los nudos, a acciones transversales a su eje, figura 5.9 (c), las condiciones de equilibrio exigirian
reacciones de cualquier direccién no pasantes generalmente por sus extremos, lo que implica mas
incdgnitas que las ecuaciones estdticas disponibles.-

Si bien la hipdtesis de extremos articulados se puede obtener introduciendo adecuadas disposiciones
constructivas (que se utilizan en casos especiales), los esfuerzos axiales que resultan de su adopcién
difieren poco de los que se obtendrian calculando la estructura como hiperestatica.- Por otra parte los
momentos flectores en las barras son limitados por su esbeltez y disminuidos por fenémenos de
plasticidad posibilitando que usualmente puedan ser despreciados.- Por esto y ante la complejidad de un
calculo mds riguroso, es que se acepta la hipdtesis enunciada con la reserva de que en los casos
importantes debe efectuarse en una segunda etapa la determinacién de esfuerzos llamados secundarios.-

La hipétesis de las fuerzas aplicadas en los nudos se satisface utilizando disposiciones constructivas
adecuadas (como la indicada en la figura 5.2).- Estas disposiciones reducen las fuerzas transversales a
las barras a su propio peso que, en el cdlculo, se toma aplicado por mitades en sus extremos.-

5.4.- METODO DE LOS NUDOS.-

En la zona central de la figura 5.10, se ha representado una armadura simple formada por cinco barras y
cuatro nudos o vértices.- Posee tres grados de libertad en su plano y para fijarla en él se necesita que el
numero de vinculos simples sea L = 3 como minimo.- Se tiene en A = (1) un apoyo fijo y en B = (3) uno
movil; actdan las fuerzas externas F; y F, en los nudos (2) y (4), respectivamente, que originan en
aquéllos las reacciones A y B.- Separemos de la estructura los cuatro nudos (1) , (2) , (3) y (4) como se
muestra en la parte exterior de dicha figura.- En cada uno de estos vértices concurren tres o mds fuerzas
coplanares que , para estar en equilibrio, deben satisfacer las dos ecuaciones siguientes:

YX =0 YY =0
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Nudo3
Nudo 1

Barra 3-4

Barra 4-1

Fig. 5.10

Como tenemos “v” nudos, se obtendrdn E = 2v ecuaciones estdticas de equilibrio.- Por otra parte las
incégnitas del problema son los esfuerzos S en las barras y las tres componentes de las reacciones
externas; en conjunto I =b+3=2v-3+3=2v.-

Es decir que tenemos tantas incégnitas como ecuaciones brindan las condiciones de equilibrio de los
nudos: se trata de un sistema isostdtico.- Como alternativa se tiene ademds las tres ecuaciones de
equilibrio que se obtienen planteando el diagrama de cuerpo libre de toda la armadura en su conjunto;
estas tres ecuaciones no son independientes de las 2v planteadas para cada uno de los nudos
aisladamente ya que, estando rigidamente vinculados entre ellos, su estado de reposo implica
necesariamente el reposo del conjunto.-

En la figura 5.10. se han cortado y separado las cuatro barras perimetrales para poner en evidencia las
interacciones entre nudos y barras con la finalidad de asignar correctamente el sentido de las fuerzas
interiores.- En el estudio del equilibrio del nudo interesa el sentido de las fuerzas que cada barra
transmite a los nudos adyacentes: se observa, en la figura mencionada, que en el caso de una barra
traccionada el esfuerzo se aleja del nudo y en el caso de una barra comprimida S va hacia el nudo.-
Ademads para toda la barra, S tiene uno u otro sentido geométrico segun sea el extremo que se
considere: opuestos siempre entre ellos tendiendo a aumentar o disminuir su longitud.-

Se dijo que disponemos de un sistema de E = 2v ecuaciones independientes que permiten calcular las I =
= 2v incégnitas.- Mas, normalmente no se recurre a la resolucién este sistema de ecuaciones sino que,
por resultar mds simple, se determinan en primer lugar las reacciones externas.- Se calculan después los
esfuerzos en las barras, comenzando por un nudo en el que concurran sélo dos barras porque, si
existiesen tres o mds esfuerzos desconocidos el problema seria indeterminado ya que para cada nudo
disponemos sélo de dos ecuaciones de equilibrio.- Generalmente pueden utilizarse las dos ecuaciones de
equilibrio de los sistemas planos de fuerzas concurrentes Y, X =0 y Y Y =0, despejando de ellas los
esfuerzos en las dos barras.- Resulta conveniente considerar dichos esfuerzos alejandose del nudo, lo que
implica que la barra trabaja a traccién; si el resultado es positivo el sentido supuesto es correcto, y en
caso contrario la barra trabaja a compresion.- Se pasa luego a otro nudo que presente s6lo dos esfuerzos
desconocidos, utilizando los resultados del nudo anterior como datos y con el sentido que corresponda al
nuevo nudo que se estd considerando.- Se prosigue el cdlculo completando la totalidad de los nudos.- A
continuacién desarrollaremos el método de los nudos, primero en forma analitica tal cual se ha expuesto,
y luego en forma grafica.-
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5.4.1.- PROCEDIMIENTO ANALITICO.-

Las pautas seguidas para ordenar y sistematizar el cdlculo son las siguientes:

® E] vector representativo de las fuerzas conocidas actuantes en los vértices de la estructura se toma
con sentido saliente del nudo; los dngulos directores se miden en sentido antihorario a partir de la
semirrecta paralela a la rama positiva del eje de las x pasante por el vértice que se considera
(apartado 1.5.2, figura 1.10).-

e Las ecuaciones de equilibrio referidas a la suma de las componentes rectangulares de las fuerzas se
plantean con todos sus términos positivos, quedando determinado su sentido por el signo de la
funcién seno o coseno del dngulo director correspondiente.-

e Las ecuaciones de equilibrio referidas a la suma de momentos respecto a un punto se tomardn
considerando positivos los momentos horarios.- En este caso la ecuacién toma la siguiente forma
debido al cambio de convencién: ) Mo= Y (yX-xY )=0,donde X e Y son las componentes
rectangulares de las fuerzas y las minusculas x e y las coordenadas de los nudos respectivos,
(apartado 2.7 ).-

e El suponer los esfuerzos desconocidos con sentido saliente del nudo implica suponer que la barra
trabaja a traccion.- Si al establecer su valor resulta negativo la barra trabaja a compresion.-

® Los sentidos supuestos se indican con doble flecha; los definitivos con flecha simple.- Al calcular el
esfuerzo de una barra en el nudo del extremo izquierdo, por ejemplo, se lo indica en el diagrama de
cuerpo libre de ese nudo con doble flecha; al pasar al nudo del extremo derecho para utilizarlo como
dato, se le asigna el verdadero sentido, saliendo del vértice y demarcando el 4dngulo director
correspondiente.-

5.4.1.1.- Determinacion de reacciones externas.-

Para concretar conceptos se hard el desarrollo del célculo ilustrando con un ejemplo numérico de valores
arbitrarios, figura 5.11.-

Datos: L=15,00m; H=3,50m;h=1,32m;F, =55kN; F,=3.0kN.-
0,,=25,01°;0,4 =9,98°; 0, =300°;0, =270°; 65 =90°.-
Incégnitas: A ; 04 ; B.-

Se traza el diagrama de cuerpo libre para la totalidad de la estructura (figura 5.11.).- Tratdndose de un
sistema plano de fuerzas no concurrentes disponemos de tres ecuaciones de equilibrio.- Tomando
momento respecto al punto A, centro del apoyo izquierdo, planteamos una ecuacién con s6lo una
incégnita B.-

YMa= X (yX-xY)=0

Y M, =HF,cos0;, -L/2F;sen0; + hF,cos0, - L /2 F, sen®, + (0,00) B cos@g - LBsenfy =0
Y M, =3,5x5,5cos 300°-7,5x5,5sen 300° -7,5x3sen270° - 15B sen 90° =0

Y M, =9,625 + 35,723 +22,50-15B =0

B = 67,848 / 15 = 4,523 kilonewton
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Proyectando sobre ambos ejes tenemos:
Y X = A cosO, + Ficos8; + F, cosB, + B cosBg =0
YY = A senB, + FysenB; + F, sen®,+ B senf; =0

Y X = A cosB, + 5,5 cos 300° + 3 cos 270° + 4,523 cos 90° =0
Y'Y = A senf, + 5,5 sen 300° + 3 sen 270° + 4,523 sen 90° =0

YX =AcosB, +2,75=0 = Acos 0y =-2,75=X},
YY=Asen0,-4,763-3+4523=0 = Asen 0y, =3,24=Y,
A = ,/18,06 =4,25kN

cos Bx=-2,75/4,25 =-0,6471 senB, = 3,24 /4,25 =0,7624

0,4 = arc cos (-0,6471 ) = 180° - 49,68° = 130,3°
0,4 = arc sen 0,7624 = 180° - 49,67° = 130,3°

Verificacién: YM, = Y(yX-xY ) =(-3,5) (-2,75) - (-7,5) 3,24 - 7,5 x 4,523 = 0,003 ~ 0

5.4.1.2.- Determinacion de los esfuerzos en las barras.-

Nudo (1).-

Datos : A =4,25kN; 0, =130,3°;0,,=25,01°; 0,4 =9,98° Incégnitas: S;,- Sy 4.-

Trazamos el diagrama de cuerpo libre, figura 5.12 , planteamos las ecuaciones de equilibrio y

resolvemos:

’ y

Poligono de fuerzas

(1=4)

bbb Fig. 5.12

Z X = S],4 COS 91,4 + S],z COS 91,2 +A COSGA =0
Z Y= S],4 sen 91,4 + S],z sen 91,2 + A sen GA =0

Y X =S,4c0s9,98°+S,,cos2501°-275=0
Y Y=S,45sen9,98° + S;, sen 25,01° + 3,24 =0

0, 98486 S1.4 +0,9062 S, = 2,75
0,1733 S1.4 + 0,42278 S, , =- 3,24

Resolviendo obtenemos:
Si4 =15805kN y S;, =-14,14kN
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Nudo (2).- Figura 5.13
Datos: F; =5,5kN ; S.; = 14,14 kN; 6, =300° ; 0,.; = 25,01° ;0,3 =334,99° ;0,4 =270° .-

l Y

D.C.L.

Poligono de fuerzas

Fig. 5.13

Incégnitas: 52,3 5 52,4 -

ZX = 52,1 00892,1 + 52,4 COS 92,4+F1 COSG] + 52,3 00592,3 =0
ZY = 52,1 Senez,1 + 52,4 sen 92,4+F1 sen 91+ 52,3 sen92,3 =0

Y X =14,142 cos 25,01° + S,.4 cos 270° + 5,5 cos 300° + S,.3 cos 334,99° =0
Y'Y = 14,142 sen 25,01° + S,.4 sen 270° + 5,5 sen 300° + S,.3 sen 334,99° =0

Y X =12,816 + 0,00 +2,75 + 0,90623 S,3=0
YY =5,9789 - 47631 - 0,42278 Sy3- Sp4=0

Resolviendo , obtenemos: S,3=-17,177kN y S;4=8,4778 kN
Nudo (3).- Figura 5.14 .-

Datos: B =4,52 kN ; 65 = 90° ; 03, = 154,99° ; 054, =170,02° .-
Incégnitas: S3,2 5 S3,4 -

D.C.L.

ZX =B COSGB + S3,2 00893,2 + S3,4 00893,4 =0
ZY =B senGB + S3,2 sen93,2 + S3,4 sen93,4 =0

Y X =4,523 cos 90° + Sz, cos 154,99° + S;.4 cos 170,02° =0
Y'Y =4,523 sen 90° + S, sen 154,99° + S5 sen 170,02° =0

-0,9062 S5, - 0,98487 S5.4=0
0,42278 S5, 4+ 0,1733 S3.4=-4,523
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Resolviendo, obtenemos: S;, =- 17,177 kN y S;4 = 15,805 kN.- Observamos que el primer valor
verifica el obtenido en el nudo (2), y el segundo coincide con S; 4 .-

Nudo (4).- Figura 5.15
Datos: F, = 3,0 kN ; Sy3 = 15,805 kN ; 6, =270° ; 643 = 350,02° ; 6,5, =90° ; 641 = 189,98°.-
Incégnitas: S4,2 5 S4,1 -

Poligono de fuerzas

\ Fig. 5.15

ZX = S4,2 00594,2 + S4,1 00894,1 + Fz COSGZ + S4,3 00594,3 =0
ZY = S4,2 sen94,2 + S4,1 sen94,1 + Fz senez + S4,3 sen94,3 =0

Y X =S4, ¢c0890° + Sy cos 189,98° + 3,0 cos 270° + S43 cos 350,02° =0
Y'Y =S, sen 90° + S,.; sen 189,98° + 3,0 sen 270° + S4.3 sen 350,02° =0

-0,98487 Sy + 15,56587 =0 ... S, =15,805kN
S42-2,733-3-2,739=0 oS4, =8,478 kN
Estos valores son coincidentes con los obtenidos al resolver los nudos (1) y (2).-

Se destaca que inicialmente se determinaron las reacciones externas en base a tres ecuaciones de
equilibrio de toda la estructura que, adicionadas a las 2v ecuaciones de equilibrio de los nudos, nos dan
2v + 3 ecuaciones empleadas.- De ellas 2v son independientes y tres de uso alternativo (el equilibrio de
todos los nudos implica necesariamente el equilibrio del conjunto), pudiéndose emplear indistintamente
unas u otras al cdlculo de incdgnitas o a verificacién de resultados.- Anterior e independientemente del
control final se han verificado los valores de las reacciones externas tomando momento de todas las
fuerzas externas respecto al nudo (2), con el objeto de basar el célculo de los nudos en valores
verificados.- Se podria haber prescindido de esto remitiéndose a la verificacion final bajo el riesgo de
mayor laboriosidad del cédlculo corrector en caso de incurrir en algiin error numérico u operativo.-

5.4.2.- PROCEDIMIENTO GRAFICO.-

Junto a los diagramas de cuerpo libre efectuados para los diversos nudos de la estructura, se ha
construido el correspondiente poligono de fuerzas en equilibrio que permiten establecer los valores de las
incdgnitas en forma grafica.- Es posible reunir en una figura tinica los poligonos de equilibrio de todos
los nudos de la estructura y resulta ser un diagrama reciproco de la misma que se lo llama diagrama de
Cremona o de Maxwell.- Dadas la simplificacién de las operaciones de cédlculo brindada por las
calculadoras modernas, las posibilidades de programar para computacién el procedimiento analitico
desarrollado en el apartado anterior y su mayor precisién, el diagrama de Cremona ha quedado
practicamente en desuso en el orden profesional.- Con el objeto de no recargar de conocimientos al
alumno, omitimos su desarrollo.- Quien se interesase en él puede obtenerlo en cualquier texto tradicional
de estética.-
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5.5.- METODO DE LAS SECCIONES.-

Sea la armadura de la figura 5.16(a), consistente en un reticulado tipo Warren con montantes, de tablero
inferior y cordén superior parabdlico.- Conocidas las fuerzas exteriores activas y reactivas que inciden
en ella, los esfuerzos en las barras pueden ponerse en evidencia practicando un corte transversal a la
estructura seglin una seccién n-n que la divida en dos partes separables, figura 5.16(b).-

Una cualquiera de las dos partes, la izquierda por ejemplo, estd en equilibrio bajo la accién de las
fuerzas externas aplicadas a ella y de los esfuerzos que la parte derecha le transmitia a lo largo de las
barras cortadas.- En otras palabras, los esfuerzos en estas barras deben equilibrar a las fuerzas exteriores
que actdan a la izquierda de la seccién de corte.- El problema es determinado si el corte afecta a no mas
de tres barras no concurrentes a un punto, ya que estamos en presencia de un sistema plano de fuerzas
no concurrentes para cuyo equilibrio disponemos de tres ecuaciones independientes:

XX=0 ; YYy=0 ; YMo=0

y sus alternativas vistas en el apartado 2.7.2.- Se puede por lo tanto determinar sélo tres incdgnitas y
verificar los valores obtenidos.-

5.5.1.- PROCEDIMIENTO CULMANN.-

Efectuando un corte por la seccién n-n que intercepte a tres barras, 3-4, 11-4, 11-10 no concurrentes, se
puede determinar el esfuerzo en las tres barras por el procedimiento graficado en la figura 5.17.- En ella
se ha comenzado construyendo el poligono de fuerzas y el funicular de las cargas, determinando las
reacciones de apoyo y ubicando la recta de accién de R; (resultante de todas las fuerzas actuantes a la
izquierda del corte : A s E s E ) en la interseccion H de los lados extremos delﬂpoh’ gono funicular de

|

estas tres fuerzas.- Se prolonga la recta de accién de §3,4 hasta cortar Ei en el punto K.- Unido K con el
nudo (11) (interseccién de §11,4 y §11,10 ) se tiene la recta auxiliar de Culmann.- Se equilibra luego Ei
segun las direcciones de la barra 3-4 y de la recta auxiliar: la equilibrante segin esta tltima direccién se
descompone segtn las direcciones de las barras 11-4 y 11-10.-

Obsérvese que las fuerzas Ei s §3,4 s §1 14 §1 ;.10 forman un poligono cerrado; estos sentidos se
vuelcan a las respectivas barras resultando comprimidas 3-4 y 11-14 , y traccionada 11-10 .-
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5.5.2.- PROCEDIMIENTO RITTER.-

Por encontrarse en equilibrio la parte de la estructura situada a la izquierda (o a la derecha) del corte ,
la suma del momento de las fuerzas exteriores que actian sobre dicha parte con respecto a un punto O
cualquiera del plano, que llamaremos Mo g (momento respecto a O de fuerzas exteriores) , mds el
momento de las fuerzas interiores (esfuerzos en las barras) respecto al mismo centro, Mg | , debe ser
nula.- Se adoptan las siguientes pautas:

e Preferentemente se toma como centro de momentos el punto de intersecciéon de dos de las barras
seccionadas, con lo que queda planteada una ecuacién de una sola incégnita.-

e Se toman como positivos los momentos horarios.-

e Se supone de traccion el esfuerzo de las barras, se indica con doble flecha y si el resultado es
negativo significa que la barra trabaja a compresion.-

|
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Fig. 5.18

Sea la armadura de la figura 5.18.- Se desea determinar por el procedimiento de Ritter, los esfuerzos en
las barras 3-4 , 3-10 , 11-10 , interceptadas por un corte practicado segiin la seccién n-n.- Tomando
sucesivamente momentos respecto a los nudos (10) , (1) y (3) , intersecciones de las barras cuyos
esfuerzos se buscan, se tiene:

YMjp =0 — Mg+ S34Diop4 =0 o Szu=-(Mig) 7/ (Diogs)

en donde M;p g es el momento de las fuerzas exteriores actuantes a la izquierda del corte respecto al
nudo (10) ; S;.4 es el esfuerzo en la barra 3-4 ; Dy 3.4, es la distancia ortogonal del nudo (10) a la barra
3-4.- La barra 3-4 trabaja a compresion, ya que, al ser positivo el momento de las fuerzas exteriores
respecto a (10) subsiste el signo menos de la ecuacion.-

YM; =0 - Mg+ Ss510Di39=0 s Szo=-(Mig) 7/ (Do)
La barra 3-10 trabaja a compresién por cuanto M; g > 0.-
YM;=0 - M;zg-Si0Dsa119=0 s Sio= (Msg) /7 (Dsqiao)
La barra 11-10 trabaja a traccién.-

Frecuentemente los momentos de las fuerzas exteriores conviene determinarlos analiticamente como
suma de los momentos de todas las fuerzas situadas a la izquierda del corte, consideradas una a una
separadamente.-

Si las fuerzas externas, activas y reactivas, son paralelas resulta simple determinar el momento de las
fuerzas exteriores mediante un poligono funicular.- De acuerdo a lo visto en el apartado 2.8.4, el
momento de las fuerzas externas izquierdas es proporcional al segmento de recta paralela a las fuerzas
pasantes por el centro de momentos correspondiente, determinado por los lados extremos del funicular
de las fuerzas situadas a la izquierda del corte.- En el grafico se han demarcado los segmentos
proporcionales a Mg , M3g vy Mjgg .-
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Si se trata de una armadura de cordones paralelos, figura
5.19, practicando el corte n-n se tendra:

YMg=0 — Mg+ S34D634=0
Sz34=-(Mgeg) / (Desia)

YM;=0 — Msg- S76D35¢6=0
Si6= (Msg) / (Ds3@e)

Resulta S; 4 compresién; S7¢ traccion.-

Las barras 3-4 y 7-6 se interceptan en un punto impropio por lo que no se puede aplicar una tercer
ecuacién de Ritter para determinar el esfuerzo en la barra 3-6.- En este caso se puede recurrir a
cualquiera de las siguientes soluciones:

a) Tomar momentos con respecto a un centro cualquiera utilizando los resultados obtenidos para S;.4 0
S7,6I

YM;=0 — Myg-S76D207.6)+ S36 D23y =0
S36=(-Mg+S7.6D2076)) / (D23))

El sentido del momento de S;.¢ surge del sentido obtenido para el esfuerzo y no del supuesto.-

b) Aplicar la condicién ) Y = 0 extendida a todas las fuerzas situadas a la izquierda del corte.- Esta

[T

ecuacion resulta muy préctica si se toma el eje “y” normal a los cordones.-
ZY=O 4 A-F;+ Sz sena=0 S;6=-(A-F;) / sena

S;.6 se ha supuesto de traccién.- El resultado numérico determina el tipo de esfuerzo a que estd sometida
la barra: en el supuesto que A-F; > 0y siendo senc < 0 por estar en el cuarto cuadrante, resulta S; ¢ >
0.-

c)También resulta préctica la ecuacion Y, X =0 si las fuerzas exteriores son verticales:
-S54+ S76+S36cos00=0 .. S36=(S34-S76)/cosq

S3.4 Y S se introducen con los sentidos obtenidos y no los supuestos.- S;¢ se supone de traccién
quedando el sentido del esfuerzo supeditado al cdlculo numérico.-

5.6.- APLICABILIDAD DE LOS METODOS DE LOS NUDOS Y DE LAS SECCIONES.-

Para aplicar el método de los nudos es necesario que exista un nudo al que concurran sélo dos barras y
que, en el estudio del equilibrio de los otros nudos de la estructura se pueda adoptar una secuencia tal
que en cada uno de ellos haya nada mds que dos barras cuyos esfuerzos se desconoce.- Esto sucede
cuando se estd calculando reticulados simples y, en tal caso, el método de los nudos resulta el mas
conveniente cuando se debe calcular el esfuerzo en todas sus barras.- Si en cambio s6lo se necesita
establecer esfuerzos en un niimero pequefio de barras es practico el empleo de las ecuaciones de Ritter.-

Si se trata de reticulados compuestos, como los de la figura 5.20 , al comenzar el calculo en el nudo (1)
del reticulado de la izquierda, o al llegar al (3) o al (12) en el Polonceau compuesto de la derecha, se
encuentran tres esfuerzos desconocidos no pudiéndose proseguir aplicando el método de los nudos.- En
estas condiciones basta con aplicar una ecuacién de Ritter en las secciones indicadas, para después
iniciar o continuar con el método de los nudos.-
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Fig. 5.20

Sin embargo , hay estructuras parcialmente formadas por reticulados complejos, que no se pueden
analizar totalmente por ninguno de los dos métodos vistos.- En estos casos se recurre a métodos
especiales que veremos a continuacion.-

5.7.- METODO DE LA DOBLE SECCION DE RITTER.-

Sea la armadura de la figura 5.21 en la que, el 4rea delimitada por los nudos (3) (4) (5) (9) (10) (11)
constituye un reticulado complejo.- Las reticulas situadas a izquierda y derecha del hexdgono indicado se
pueden resolver por el método de los nudos.-

Pero el reticulado central no es abordable por este método por cuanto no hay nudo con sélo dos esfuerzos
desconocidos; tampoco puede resolverse con una seccién de Ritter ya que cualquier corte que se
practique intercepta mds de tres barras y sélo se dispone de tres ecuaciones de equilibrio.-

Sin embargo, si se efectiian dos cortes, n-n y m-m , tales que ambos seccionen dos barras comunes ( 3-9
y 11-5), se pueden plantear dos ecuaciones que nos resuelven el problema.-

Se considera primero la parte de la estructura situada a la izquierda del corte n-n.- Se ponen en
evidencia los esfuerzos en las barras 3-4, 3-9, 11-5 ,y 11-10, supuestas traccionadas, y se toma como

centro de momento la interseccién de las barras 3-4 y 11-10 no comunes a ambos cortes.- Se tiene:

Fig. 5.21
ZMI =0 = Mg +S;9D;39)=S;15Dig1-5) =0 (a)

Se considera luego la parte de la estructura situada a la izquierda del corte m-m ; se pone en evidencia
los esfuerzos en las barras seccionadas suponiéndolas traccionadas y se toma momento respecto al punto
de interseccion de las barras no comunes.- Se tiene:

ZM7 =0 = My +5;15D711-5) =S39D739) = 0 (b)
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Las ecuaciones (a) y (b) permiten determinar los esfuerzos Ss;9 y Si;5.- Esto posibilita completar el
célculo del resto de la estructura por el método de los nudos.-

5-8.- METODO DE HENNEBERG.-

El siguiente procedimiento, ideado por Henneberg, es de uso general y sirve para analizar estructuras
que no presentan nudos con sélo dos barras concurrentes, ni seccion en la que se corten nada mis que
tres.- Es conocido también como método del reticulado sustituto.-

Sea el mismo reticulado complejo hexagonal del parrafo anterior sometido a las fuerzas exteriores Fi,

F 2, E s E s E en equilibrio.- Esta solicitacién origina en las barras esfuerzos internos que
designamos en forma genérica S;; donde “i” y 4” son las denominaciones de los nudos extremos de la
barra considerada.- En particular en la barra 2-3 se originard un esfuerzo S,; cuya intensidad no

conocemos y llamaremos X , figura 5.22.-

Fig. 5.22

Si se suprime la barra 2-3 queda formado un reticulado inestable; sin embargo, aplicando en los nudos
(2) y (3) las fuerzas X , iguales y opuestas, el sistema se mantendrd en equilibrio por ser iguales al
esfuerzo en la barra suprimida.-

Si a este reticulado inestable le agregamos una barra ficticia, 4-6 por ejemplo, adecuadamente ubicada
para formar un reticulado rigido susceptible de resolucion por el método de los nudos, tendremos un
reticulado sustituto cuya barra 4-6 no trabaja bajo la accién simultdnea de las fuerzas exteriores ( en
equilibrio) y el esfuerzo X de la barra suprimida.- O sea que bajo el estado de cargas expresado el
esfuerzo S;.6 = 0.-

Si se considera ahora al reticulado sustituto cargado solamente con las fuerzas exteriores, figura 5.23.(a),
en sus barras se generan fuerzas internas que designaremos Si‘} cuyas intensidades se calculan por el

método de los nudos.- En particular la barra ficticia 4-6 soporta un esfuerzo de intensidad S §_g .-

Se carga luego, figura 5.23.(b), el reticulado sustituto sélo con dos fuerzas unitarias iguales y opuestas de

intensidad U = 1, aplicadas en los nudos (2) y (3) de direccién coincidente con la incdgnita.- Se calculan
1

. . .. 1
los esfuerzos en las barras que se designan S j;; en particular la barra ficticia soporta el esfuerzo S 4 g .-

Si en lugar de las fuerzas U = 1 actuasen las fuerzas X , los esfuerzos en las barras valdrian X S;,j -
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Fig. 5.23

Por el principio de independencia de las acciones y superposicion de los efectos, los esfuerzos que en
las barras del reticulado sustituto originan las fuerzas exteriores y las fuerzas incognitas actuando
simultdneamente, son iguales a la suma de los esfuerzos que originan las fuerzas exteriores mds los
que originan las fuerzas incognitas actuando separadamente, figura 5.24.- Analiticamente se tiene:

Siy = S, + XS (a)

Fig. 5.24

Para la barra ficticia 4-6, por lo expresado anteriormente, se tiene:
1 1
Sy 6=Sl,+XSLo=0 . X =-S9./s\, (b)
Obtenido el valor de la incdgnita con la ecuacién (b) e introducido en la ecuacién (a) correspondiente a
cada una de las otras barras queda resuelto el problema.-

En sintesis el método consiste en los siguientes pasos:

e Se analiza el reticulado original determinando cual barra se transporta y cudl es la posicién mads
adecuada de la barra ficticia.-

e Se calculan los esfuerzos en las barras del reticulado sustituto para los siguientes estados de cargas:
a) la totalidad de las fuerzas exteriores activas y reactivas y b) dos fuerzas unitarias U=1 opuestas , de
la direccién de la barra suprimida y actuando en sus nudos extremos.-

e Por la expresion (b) se obtiene el esfuerzo en la barra suprimida como cociente, cambiado de signo,
entre los esfuerzos que en la barra ficticia del reticulado sustituto originan las fuerzas externas por
una parte y las fuerzas U=1 por la otra.-

Mediante la ecuacién (a), superposicion de efectos, se obtiene el esfuerzo en cada una de las barras

restantes.-

148



~
= Capitulo 5: Andlisis de estructuras reticulares

5.9.- RETICULADOS FORMADOS POR DOS O MAS CHAPAS.-

Algunas estructuras reticulares estdn constituidas por dos o mds armaduras simples, articuladas entre sf,
formando una cadena cinemadtica abierta o cerrada, como se puede observar en las figuras 5.25 y 5.26, a
las que se ha agregado el nimero de vinculos externos necesarios (cuatro en ambos casos) para obtener
un sistema estable.- Recordemos que el nimero de grados de libertad de las cadenas cinemadticas estd
dado por las expresiones g =2n + 2, para las abiertas y g =n , para las cerradas.- La estructura no
cumple la condicién de rigidez b =2v - 3 ; el nimero de barras faltantes debe ser sustituido por igual
nimero de vinculos a tierra: en los casos indicados se necesitan cuatro vinculos a tierra en lugar de tres
que requeriria si la estructura fuese rigida.-

a T

Fig. 5.25

En el apartado 3.2.1 se ha visto como se determinan las reacciones, externas a tierra e internas entre
chapas, en los sistemas vinculados planos formados en base a cadenas cinemdticas abiertas.- Conocidas
estas reacciones, el cdlculo de los esfuerzos en las barras se realiza separadamente para cada una de las
armaduras por los métodos que hemos visto en los apartados precedentes.-

-
N

7777,
B

Pasemos a ver el sistema reticulado de la figura 5.26 que estd formado en base a una cadena cinemética
cerrada de cuatro chapas: dos armaduras arriba y dos bielas abajo.- Se trazan separadamente los
diagramas de cuerpo libre (D.C.L.) de cada una de las dos armaduras o chapas cuyos perfiles se han
demarcado y de la articulacién en el apoyo B.- Analizando se tiene:

Incégnitas:

ocho (8) , de las cuales cuatro corresponden a apoyos externos (A,C,By,By), y cuatro a vinculos

internos ( I,1y,S3,S4 )

Ecuaciones:

ocho (8), tres en cada una de las armaduras o chapas superiores (6 ecuaciones) y dos en la

articulacién del apoyo B (2 ecuaciones) : El sistema es por lo tanto isostético.-

Determinacion de reacciones:

Del D.C.L. de la chapa superior izquierda: YM;=0

Del D.C.L. de la chapa superior derecha : Y Mg =0

En este sistema de dos ecuaciones lineales aparecen como incégnitas comunes I, e I, cuyos valores
se obtienen de la resolucién del mismo.- Se prosigue el calculo utilizando los resultados obtenidos:
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Del D.C.L. de la chapa superior izquierda : ), M, = 0 ; despejando se determina S; .-
Y M;=0; despejando se determina A .-

Del D.C.L. de la chapa superior derecha : ) Mc =0 ; despejando se determina S, .-
YM; =0 ; despejando se determina C.-

Del D.C.L de la articulacién B : YX =0 ; despejando se determina By .-
YY =0 ; despejando se determina By .-

Para comprobar los resultados se pueden utilizar las ecuaciones de equilibrio correspondientes al D.C.L.
de toda la estructura.- Calculadas las reacciones externas a tierra e internas en la articulacion entre las
dos chapas superiores se finaliza determinando separadamente los esfuerzos en las barras de las
armaduras componentes (triangulados simples) por el método de los nudos o, si se prefiere, de las
secciones.-

5.10.- RETICULADOS ESPACIALES.-

Son aquéllos cuyas barras no estdn contenidas en un plano y tienen capacidad para soportar fuerzas
dirigidas en cualquier direccién del espacio.- Se presentan en gruas, cipulas reticulares, agujas, etc... .-

Las hipétesis simplificativas que se formulan para determinar los esfuerzos que se originan en sus barras
al ser solicitada la estructura por un sistema de fuerzas dado, son las mismas que se formularon para
reticulados planos, a saber: nudos articulados sin rozamiento y fuerzas aplicadas en los nudos.-

Por su proceso de generacién los reticulados espaciales se clasifican en simples, compuestos y
complejos.-

5.10.1.- RETICULADOS ESPACIALES SIMPLES.-
| 1
Tres barras rigidas articuladas entre si formando un
tridngulo 1.2.3, constituyen un conjunto plano indeformable,
figura 5.27.- Si en los tres nudos articulamos tres nuevas
barras no coplanares que, a su vez, se articulan entre si
. , . formando un nuevo nudo 4, éste quedard rigidamente
w vinculado a los otros tres y el tetraedro obtenido se
4 4 5 comportard como un cuerpo rigido.- Tendrd en consecuencia
seis grados de libertad en el espacio.-

Fig. 5.27
Si en tres nudos del tetraedro, 1.2.4, articulamos tres nuevas

barras no coplanares que articuladas entre si forman un nuevo nudo (5), se obtiene un poliedro también
rigido y con seis grados de libertad.- La estructura que se engendra se llama armadura (o
genéricamente reticulado) espacial simple.-
Llamando “b” el nimero de barras; “v” el de vértices, y “n” el de grupos de tres barras que se van
agregando, se tiene:

b=6+ 3n

v=4+n

€699

Despejando “n” de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera, resulta:
b=6+3(v-4)=3v-6=Db

Esta ecuacién expresa la condicién de rigidez del reticulado en base a la relacién que debe existir entre
la cantidad de barras y de nudo que posee.- Si el reticulado espacial es simple esta condicion es
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necesaria y suficiente.- Para fijarlo a tierra debemos colocarle tantos vinculos simples [ como grados
de libertad posea, es decir seis.-

El sistema reticular espacial simple caracterizado por b =3v-6 ypor L =6, constituye un sistema
estaticamente determinado.- Efectivamente el nimero de incdgnitas que se presentan en el sistema es:

I=b+u=3v-6+6=3v

Si se separa un nudo, cortando las barras que lo vinculan al resto del sistema reticular, y se aplican las
fuerzas externas que en €l actdan y los esfuerzos internos correspondientes a las barras seccionadas, se
estard ante un sistema de fuerzas espaciales concurrentes a un nudo que, por encontrarse en equilibrio,
cumplird las tres siguientes condiciones:

YX=0 YY=0 YZ7Z=0

Para el total de los nudos se dispondrd de E = 3v ecuaciones de equilibrio, que es igual al de
incégnitas.- Se puede por lo tanto plantear un sistema de 3v ecuaciones que permite determinar las
incégnitas.- Dado el elevado nimero de ecuaciones que resultan en las estructuras reales, se prefiere
recurrir al método de los nudos resolviendo nudo a nudo en forma similar al expuesto para los sistemas
planos.-

Se comienza fijando una terna de ejes ortogonales al cual se refieren los nudos y los puntos de aplicacién
de las cargas, estableciendo sus coordenadas.- Con ellas se calculan los cosenos directores de todas las
barras y rectas de accion de las fueras externas, activas y reactivas; estas Ultimas quedan fijadas por el
tipo de vinculos que enlazan la estructura a tierra.-

En un segundo paso, se determinan las seis componentes rectangulares de las reacciones externas
utilizando las seis ecuaciones generales de equilibrio de la estructura total, en la forma vista en el
apartado 3.3.3.-

Se inicia el cdlculo de las fuerzas internas en las barras en un nudo al cual concurren sélo tres barras
empleando las tres ecuaciones de equilibrio del nudo expuestas mds arriba, o alguna ecuacién alternativa
si fuese el caso.- Conviene suponer las barras traccionadas en forma similar a la aplicada en los
reticulados planos.- Se prosigue con nudos (preferentemente adyacentes) en los que sélo se desconozca el
esfuerzo en tres barras utilizando los resultados obtenidos en el paso anterior.- Prosiguiendo en esta
forma se resuelven todos los nudos del reticulado.-

Al finalizar esta secuencia de cdlculo, se dispone de seis ecuaciones verificatorias ya que se ha utilizado
las seis ecuaciones de equilibrio general para la determinacién de las reacciones externas.- Con
independencia de este proceso, se pueden efectuar verificaciones en cualquier etapa del desarrollo del
célculo recurriendo a ecuaciones de momento con respecto a puntos del espacio convenientemente
adoptados y a las cuales no se haya empleado anteriormente.-

5.10.2.- RETICULADOS ESPACIALES COMPUESTOS.-

Otro modo de engendrar estructuras reticulares en el espacio consiste en unir entre si , mediante seis
barras cinemdticamente eficientes, dos armaduras simples de modo que se forme un tnico reticulado
compuesto.- Para que la disposicion de las seis barras de unién sea eficiente no debe existir recta alguna
que intercepte a las seis segun se vi6 en el apartado 3.3.2.-

La figura 5.28 representa dos estructuras en forma de tetraedro unidas por las barras 2-5, 2-7, 3-5, 3-6,
4-6 , 4-7.- Para las estructuras compuestas es védlida la condicién de rigidez dada por la expresién que
relaciona el nimero de barras con el de nudos: b = 3v - 6.- Efectivamente para cada uno de los
reticulados simples componentes se tiene:

by=3v;-6 'y b,=3v;-6 ; sumandoresulta b; + b, =3(v; +v;)-12
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Anadiendo las seis barras de enlace, el nimero de barras del reticulado compuesto es:
b=b1 +b2+6=3(V1 +V2)-6=3V-6

A diferencia de las estructuras simples, las compuestas

- pueden no tener nudo alguno en el que concurran sdélo tres
3 barras y, por consiguiente, no permitir el comienzo del
T 7 cdlculo mediante el equilibrio de los nudos o bien,

y teniéndolo, pueden no permitir la prosecucién del célculo
/ si en algun nudo subsiguiente se tienen cuatro esfuerzos
desconocidos en lugar de tres.- En la figura 5.28 se
presenta un ejemplo de este caso.- El cédlculo de los
esfuerzos puede comenzarse por el nudo 1 o el 8 en los

que sélo concurren tres barras, pero no se puede continuar

ya que se presentan cuatro incégnitas en todos los nudos.-

Se resuelve esta situacién recurriendo al método de las

Fig. 5.28 secciones, para lo cual se corta la estructura en dos partes

con un plano ® que no corte mas de seis barras.- Se

considera el equilibrio de una de las partes de la estructura en la cual se ponen en evidencia los esfuerzos

en las barras seccionadas que se suponen traccionadas.- Se tiene a disposicidén un sistema de seis
ecuaciones con seis incognitas que resuelven el problema.-

Si no se desease encarar la resolucién de este sistema de ecuaciones, 0 se necesitase solamente el
esfuerzo en algunas de las barras de enlace se puede proceder de la siguiente forma:

Por equilibrio del nudo 1 se determinan los esfuerzos en las barras 1-2 , 1-3 , 1-4 .- Se desea ademads
conocer los esfuerzos de las barras 2-5 y 2-7.- Se practica un corte de la estructura separando los nudos
1 y 2 del resto de la estructura que secciona las barras 2-5 , 2-7 , 2-4 , 2-3 | 1-4 , 1-3 .- Los
esfuerzos en las barras 1-4 y 1-3 se determinaron al resolver el nudo 1, quedando sélo cuatro incégnitas
S5, 827, Sou» Saz .-

Se plantean las tres ecuaciones de sumas de componentes de fuerzas y una ecuacién de momentos
respecto al eje de la barra 4-3 que resuelven el problema ya que se tiene planteado un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incégnitas:

ZX:O ZY:O ZZ=0 ZM4_3=0

Se plantea a continuacién la dltima ecuacién que establece la nulidad de la suma de momentos respecto
al eje de la barra 4-3, con el objeto de ejercitar y aplicar el cdlculo vectorial.-

Y M= 54»2 A ﬁ2 X %»3 + 54»1 A ﬁ1 X %»3 + 54»2 A §2»5 X %»3 + 54»2 A §2»7 X %»3 =0
Los esfuerzos en las barras seccionadas 1-3, 2-3, 1-4, y 2-4 no producen momento por cortar al eje 4-3.-
El significado de los simbolos utilizados y su valor en funcién de componentes rectangulares son:
Vector posicion del nudo (2) respecto al (4)
54.2 = (X2-X4) i+ (y2 -y4) J_ + (22-24) k
Fuerza exterior en funcién de sus componentes rectangulares
1_4"2 =F, cos 0, i+ F, cos 0,y j_+ F, cosH,, k

Esfuerzo en barra 2-5
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§2_5 = S,.5 c08O(2.5) x i+ Ss.5 080(2.5) y j_+ S5 cos025) . k
Versor del eje de 1a barra 4-3
%_3 = c0804.3) x i+ cos04.3)y j_+ c080(4.3) ; k
Los restantes factores se designan en forma similar.-

Resolviendo la ecuacién anterior por determinantes , y utilizando la nomenclatura indicada, se tiene:

Xo—X4 Yy — Y4 Zy, —Zy X1=X4 Y1~ Ya 2] 72y
ZM4,3 =|F,cos6,, F, cosB,, F,cos0,,| + |Fcos®, Fcosb,, Fcosh, | +

cos0 43 €osB_3), cosBy 3, c0804_3)x C0sB4_3), cosBy 3,
Xy =Xy Y2 = Y4 Zy — 74
+ [S55€088 5 5), Sy 508055y, Sy 5€086,5),| +
cos0 43« €080 4_3), cos0 4 3,
Xy =Xy Y2~ Y4 Zy — 74
+ [S5.7€0805_7), Sy 7€088, 7, Sy 7¢086, 7, =0
cos 043« €08 643y cos0 4 3,

Desarrollados los determinantes queda una ecuacién con dos incdgnitas S,.s y S,7 que juntamente con
las tres ecuaciones de suma de componentes rectangulares de fuerzas constituyen un sistema de cuatro
ecuaciones con las cuatro incégnitas ya indicadas: S;3, So4, S5, So.7 .- Con estos valores se puede
proseguir el cilculo de toda la estructura por el método de los nudos.-

5.10.3.- RETICULADOS ESPACIALES COMPLEJOS.-

Se llaman complejas las estructuras reticulares que no estdn engendradas ni por tetraedros sucesivos ni
ligando entre si dos estructuras simples.- Usualmente pueden considerarse obtenidas de estructuras
simples sustituyendo una o varias barras por otras dispuestas de distinto modo.- Asi, por ejemplo, el
reticulado de la figura 5.29 a) es simple, pudiéndose obtener del tridngulo 2-4-5 por adicién de los nudos
(1), (3), (6) mediante tres barras para cada uno.-

De él se obtiene el octaedro de la figura 5.29 b) 1 ]
sustituyendo la barra 2-4 por una nueva barra en la
posicién 4-6.- Por consiguiente el octaedro es un
reticulado complejo.-

El reticulado de la figura 5.30 es también simple
pero generado con una variante respecto al proceso
de generacién explicado anteriormente para los
reticulados simples.- El nudo (1) se vincula a tres
puntos fijos de tierra, A-B-H, mediante tres barras
biarticuladas o bielas no coplanares; el nudo (2) se
enlaza al (1) y a dos puntos fijos, B-C, de tierra no
coplanares con él.- En igual forma se generan los
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nudos (3), (4), (5) ; el nudo (6) se vincula a dos nudos anteriores, (1), (5) , y a tierra en H.-

El reticulado formado es rigido y se ha generado como los simples.- La diferencia radica en que los
reticulados simples como el de la figura 5.29 (a) es rigido por sus propios vinculos internos (barras) sin
estar enlazado a tierra.- En cambio el de la figura 5.30 requiere de los vinculos externos para ser rigido:
eliminado uno o mas de ellos, es inestable.-

El nimero de barras que posee este reticulado, de acuerdo a su proceso de generacién , queda dado por
la expresién:

b=3v 1)
siendo v el nimero de nudos sin incluir como tales los puntos de vinculacién a tierra.- Si designamos
como m el nimero de estos dltimos, y ellos consisten en articulaciones esféricas (o sea enlaces de tercera
especie) el nimero W de vinculos simples externos, sera:
W= 3m 2
Sumando (1) y (2):

b+uw = 3(vtm) = 3V 3)

donde Vv’ es el niimero de nudos del reticulado incluyendo entre ellos los puntos de vinculacién a
tierra.-

Si observamos que el nimero de incdgnitas es:
I=b+pu=3v

y el nimero de ecuaciones estdticas es:

E=3v
resulta que el sistema reticulado espacial generado por el procedimiento indicado es isostitico y puede
ser resuelto por el método de los nudos: se parte del (6) y se sigue por el (5), (4), (3), (2), (1) con lo que

se obtiene los esfuerzos en las barras; las componentes de las reacciones externas se calculan con las
ecuaciones de equilibrio correspondientes a los vinculos a tierra.-

Si ahora, en el reticulado espacial simple de la figura 5.30 sustituimos la barra 1-H por la 6-A se obtiene
un reticulado espacial complejo, figura 5-3.- Al realizar la sustitucién debe prestarse especial atencién
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para que la barra reemplazante no resulte superabundante en la ubicacién que se le asigna en perjuicio
de otra parte de la estructura en que habrd insuficiencia de barras.- Por ejemplo, en la figura 5.29 a),
sucederia esto si se suprimiese la barra 5-6 y se agregase otra entre (5) y (3), o en la figura 5.30 si se
suprimiese la barra 1-H y se aiadiese otra entre (2) y (A).-

Se coloca un anillo de barras enlazando los puntos fijos del suelo como se ha indicado en punteado en
las figuras 5.30 y 5.31; esto afianza la inmovilidad de los puntos fijos de tierra sin modificar el
comportamiento del reticulado.-

Frecuentemente, las estructuras complejas no tienen ningtin nudo en el que concurran sélo tres barras
que permita comenzar el célculo, figura 5.31.- Para superar este inconveniente se puede emplear el
método de Henneberg.- Se suprime una barra, 6-A por ejemplo, de modo que quede el nudo (6) con
solo tres barras, y se aplica un esfuerzo desconocido X en cada uno de los dos nudos que unia, opuestos
y de la direccién que los mismos determinan.-

Fig. 5.3

Después se sustituye la barra suprimida por una ficticia, 1-H , dispuesta de modo adecuado para que
resulte un reticulado rigido y susceptible de ser resuelto por el método de los nudos.-
En el reticulado original, el esfuerzo en una barra ij cualquiera vale:

_ QO 1

en donde: Sg es el esfuerzo originado en el reticulado sustituto por el sistema de fuerzas exteriores

solamente; y S;j el esfuerzo en el reticulado sustituto provocado por U = 1 de la direccién de la

(o}
X=-"H/
Si-n

ya que el esfuerzo S;y correspondiente a la barra ficticia bajo la solicitacién conjunta de las fuerzas
exteriores y de X debe ser nulo.-

incégnita X.- El valor de ésta es:

En la figura 5.32 se esquematizan algunas estructuras complejas.-

155



Estdtica aplicada

CUPULA SCHWEDLER

ENTRAMADA DE GUIA
PARA GASOMETRO

Fig. 5.32

FLECHA O AGUJA

156



=2

CAPITULO 6

ANALISIS DE VIGAS DE ALMA LLENA

6.1.- CONCEPTOS INICIALES.-

Por la funcién que cumplen podemos definir las vigas en los siguientes términos: Una viga es
una estructura diseiiada para sostener cargas transversales a través de un vano estando apoya-
da en puntos aislados a lo largo de su eje, frecuentemente en sus extremos.-

Podemos clasificarlas en base a diversos pardmetros, entre ellos los siguientes:

® Su configuracién, vigas de alma calada y vigas de alma llena.-

¢ El material constitutivo, vigas de madera, acero u hormigoén.-

e Por el nimero y tipo de los vinculos que la unen a tierra o entre ellas, isostaticas o hiperestati-
cas.-

e Por el tipo y la forma de recibir las cargas: concentradas o distribuidas, directa o indirecta-
mente.-

En el desarrollo de este capitulo veremos diversos tipos de vigas basados en estos criterios de

clasificacién.-

En el campo de la estética se estudian las vigas isostdticas; se verdn en este capitulo las de alma
llena ya que las vigas de alma calada son los reticulados que hemos analizado en el capitulo 5.-
Las vigas de alma llena son piezas prismdticas de eje generalmente recto cuya longitud es
varias veces mayor que sus dimensiones transversales, con capacidad para resistir, no sélo
fuerzas de la direccion de su eje, sino especialmente transversales al mismo.- Deben, por lo
tanto, ser disefiadas para cumplir este condicionamiento por cuanto las acciones dominantes que
inciden sobre ellas son fuerzas transversales.- Si el eje de la estructura no es recto sino que pre-
senta quiebres como en los pértico, o es curvo como en los arcos, las fuerzas axiales pueden tener
tanta o mds incidencia que las transversales.-

El andlisis de una viga de alma llena se inicia representdndola por su eje y trazando su diagrama
de cuerpo libre para determinar las reacciones de vinculo externo y establecer los esfuerzos inter-
nos que se desarrollan a lo largo del mismo; se determinan ademds los puntos para los cuales
dichos esfuerzos alcanzan sus valores mdximo y minimo, como asi también la posicién donde se
anulan.- Esto es de importancia ya que, en funcién de ellos y mediante la “Resistencia de Mate-
riales”, se calculardn o verificardn las dimensiones de la seccién transversal de la viga.-

6.2.- ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS PLANAS DE ALMA LLENA.-

Consideremos una viga simplemente apoyada AB sometida a cargas distribuidas y concentradas
coplanares con su eje, figura 6.1.- A efectos de generalizar las conclusiones para cualquier otro
tipo de estructura plana de alma llena sometida a cargas axiales y transversales, se considera que
las fuerzas concentradas actian con direccién oblicua al eje.-

Pongamos en evidencia las reacciones externas y tracemos el diagrama de cuerpo libre de la viga,
que se encontrard en reposo bajo la accién de un sistema de fuerzas en equilibrio.- Practiquemos
un corte s-s normal al eje ; para restablecer el equilibrio en los dos tramos en que ha quedado
dividida la viga se deben aplicar las interacciones que existian entre las particulas adyacentes al
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corte antes que se practicase el mismo.- Para ello en la cara izquierda del corte se deben aplicar
las acciones que la parte derecha de la viga le transmitfa a través de todos los puntos de la seccién
de corte.- Viceversa, en el tramo derecho se deben aplicar , sobre la cara de corte, las acciones
que recibia de la parte izquierda.-

f 5

\ \ Estas interacciones constituyen dos sistemas de
B

fuerzas iguales y opuestas, distribuidas en ambas
caras del corte, y pueden ser reducidas a sus resul-
tantes R; y R, situadas en el plano vertical de
simetria que contiene a las fuerzas exteriores y al eje
de la viga.- Son iguales y opuestas y se designan
reaccion interna en la seccion S-S de la viga.-
Obsérvese, figura 6.1, que ﬁd es la equilibrante de la
solicitacién izquierda, es decir, del conjunto de fuer-
zas que actdan en el tramo de viga situado a la iz-
quierda del corte; de igual modo R; es la equili-
brante de las fuerzas externas que solicitan al tramo
derecho de la viga (solicitacion derecha).- Dado que
son iguales y opuestas, resulta R; equivalente a la
solicitacion izquierda y R; es equivalente a la soli-
citacion derecha.-

En la figura 6.2. se ha ampliado en proyeccién axo-
nométrica el tramo derecho de la viga mostrando el
diagrama de cuerpo libre luego de trasladar la reac-
cion interna R; desde el punto K, de interseccion

Fig. 61 con el plano de la seccion, al baricentro C de ésta.-
En este punto se la expresa mediante un sistema fuerza-par equivalente formado por su mo-
mento M respecto a él y sus componentes rectangulares Ny Q segiin la normal al plano de la
seccion (el eje de la viga rectilinea en este caso) y la recta de interseccion del plano de las
Jfuerzas con el plano de la seccion.- Frecuentemente esta recta coincide con uno de los ejes prin-
cipales de inercia por la condicién de simetria que se le ha asignado al plano vertical continente
de las fuerzas.- Las tres componentes de la reaccion interna M , Q , N, expresadas cada una de
ellas por dos elementos iguales y opuestos segiin se considere la cara izquierda o derecha del
corte, se denominan esfuerzos internos o caracteristicos en la seccion transversal considerada.-
A cada uno de ellos se lo denomina y define del siguiente modo:

[y Plano vertical de simetria con-
~_ tinente del eje de la viga y
del plano vertcal de las fuerzas
Fa
NN -
I\
] AN
x 8 N —~ 0 o
1 3 X
_____________________ -
N
R Vv Nz
\Z Fig. 6.2 B
= o ~
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El momento flector o flexor M en una seccion transversal de las estructuras planas de alma
llena es el momento respecto a su baricentro de la resultante de las fuerzas internas que se de-
sarrollan en ella.- Numéricamente es igual a la suma algebraica de los momentos respecto a
C de las fuerzas exteriores que actiian a uno u otro lado de la seccion considerada.-

El esfuerzo de corte, tangencial o de cizallamiento Q) en una seccion transversal de las es-
tructuras planas de alma llena es la proyeccidén sobre el plano de la seccién de la resultante de
las fuerzas internas que se desarrollan en ella.- Numéricamente es igual a la suma algebrai-
ca de las proyecciones sobre dicho plano de todas las fuerzas exteriores que actiian a uno u
otro lado de la seccion considerada.-

El esfuerzo axial, axil o normal N en una seccion transversal de las estructuras de alma
llena, es la proyeccién sobre el eje normal al plano de la seccién de la resultante de las fuerzas
internas que en ella se desarrollan.- Numéricamente es igual a la suma algebraica de las
proyecciones sobre la normal a dicho plano de las fuerzas exteriores que actiian a uno u
otro lado de la seccion considerada.-

. |
N4l
i 1N U 3
| 4
Fig. 6.3

En la figura 6.3 se han graficado los esfuerzos internos positivos y en la 6.4 las componentes de
las solicitaciones izquierda y derecha que los originan.- Veamos los signos de los esfuerzos inter-
nos:

El momento flector en la seccion s-s de la (* ‘\
viga se considera positivo si el momento re- ‘
sultante de las fuerzas exteriores a la iz-
quierda de la seccion es horario (y el de las ‘
fuerzas de la derecha antihorario).- En caso Q
contrario el momento flector es negativo.- El

efecto fisico de las fuerzas exteriores que ori-

ginan momentos flectores positivos consiste

en curvar la viga con la parte convexa hacia

abajo, lo que significa que tracciona sus fibras <
inferiores y comprime las superiores.- De
aqui se deduce otra regla para el signo de los
momentos flectores: el momento flector se
considera positivo si en la seccion conside-
rada sus fibras inferiores son traccionadas, y Fig. 6.4

negativo cuando son traccionadas las supe-

riores.-

El esfuerzo cortante en una seccion s-s de la viga se considera positivo si la proyeccion
sobre su plano de la resultante de las fuerzas exteriores actuantes a la izquierda de la sec-
cion, estd dirigida hacia arriba (y la de las fuerzas de la derecha hacia abajo).- En caso con-
trario el esfuerzo de corte se considera negativo.- El efecto fisico de las fuerzas externas que
originan esfuerzos de corte positivos consiste en tender a cortar la viga segiin la seccién s-s
desplazando la parte izquierda hacia arriba y la derecha hacia abajo; serd negativo en caso
contrario.-

El esfuerzo axial en una seccion s-s de la viga se considera positivo si las fuerzas exteriores
que actian a uno u otro lado de la seccion tienden a alargar la viga tracciondndola, en
cambio es negativo si las fibras son comprimidas.-
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6.3.- VIGAS CON CARGAS CONCENTRADAS.-
6.3.1.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA.-

Sea la viga de la figura 6.5 sobre la que actia un tnica carga concentrada.- Se trata de establecer
coémo varian los esfuerzos internos en las sucesivas secciones transversales existentes a lo largo de
su eje.- Esto se puede resolver grifica o analiticamente; se verd en primer término el proceso
analitico.-

Se traza el D.C.L. y se determinan las reacciones de vinculos externos:

F.
| A= b B= -2

| L L
% 131 ‘Sa % Si se consideran ahora dos secciones genéricas, una de

abscisa x; situada en cualquier punto entre A y D, y la
L | otra de abscisa X, ubicada en cualquier posicién entre D y
X2 ! B.-

Aplicando la definicién de esfuerzo de corte en la seccion
T§ de abscisa x; , se observa que a su izquierda actia la

reacciébn A que, por ser normal al eje, se proyecta en
toda su magnitud sobre el plano de la seccién, por lo cual

>

HB QX1=A

®
0]

Esta expresion es vdlida para cualquier secciéon compren-
(D) dida entre los puntos de aplicaciéon de A y de F ; si se
-+ representa graficamente esta funcién se obtiene un recta
paralela al eje de referencia situada a la distancia A del

Fak/IL mismo en sentido positivo.- Para la seccién de abscisa x,

o . 55 se tiene:

Qe=A-F=-B

Su gréfica es otra recta paralela al eje de referencia trazada a la distancia B en la zona negativa.-
Se adoptard llevar los esfuerzos cortantes positivos hacia arriba de la recta de referencia y los
negativos hacia abajo.-

El diagrama trazado se designa diagrama de esfuerzos cortantes y sus ordenadas nos dan el valor
del mismo en correspondencia a la seccién que se desee.- Obsérvese que en los tramos de viga
donde no hay carga el esfuerzo de corte se mantiene constante en un valor perfectamente deter-
minado; en cambio, en correspondencia con los puntos de aplicacién de las fuerzas concentradas
no tiene un Unico valor sino que experimenta una brusca variacién.- En los puntos A, D, B de
aplicacion de fuerzas, teéricamente puntuales, se define el valor del esfuerzo cortante en puntos
infinitamente préximos a ellos, tanto a su izquierda como a su derecha, utilizando las funciones
que se han obtenido mds arriba.- Se tendré entonces que inmediatamente a la derecha del punto A
sera:
Qader =1im Qx; (parax; - 0)= A

que se designa simplemente Q, .- Aproximdndonos al punto D por su izquierda serd
Qpizg = lim Qx; (parax; — a)= A
Aproximandonos a D por la derecha, tendremos:

Qpder = lim Qx> (parax, »a) = A-F =-B
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Alcanzando el punto B por su izquierda serd
QBizg = QB = lim Qx, (parax, >L)= A-F=-B
El momento flector respecto al baricentro de las secciones de abcisas X; y X, sera:

+ MX]=A.X1
MX2 = A.X2 -F(Xz-a) = B(L-Xz)

Representando graficamente estas dos funciones lineales se obtiene el diagrama de momentos
[flectores que se dibujara por debajo del eje de referencia siguiendo la convencién de representar
los momentos positivos del lado de las fibras traccionadas y los negativos del lado de las fibras
comprimidas.- Para la construccién del diagrama se adopta una escala de momentos adecuada.-

En particular se observa que en los apoyos el esfuerzo de corte tiene los valores de las respecti-
vas reacciones.- El momento flector en ellos es nulo ya que, al no haber fuerzas del sistema a la
izquierda de A o a la derecha de B, la expresion algebraica del momento flector respecto al punto
A (o al B) coincidird con la ecuacién general de equilibrio Y, My =0 (0 Y. Mpg=0).-

En correspondencia con la carga F el esfuerzo de corte varia bruscamente pasando por el
valor cero y cambiando de signo positivo a signo negativo.- En el punto que esto sucede el
momento flector pasa por su valor mdximo, cuya expresion es:

+ MD = Mméx =A.a= Fa%

Si la carga actuase en la mitad de la viga (a=b =% L), se tiene:

M pax = F%

Graficamente se procede del siguiente modo, figura 6.6 : se representa vectorialmente la fuerza

F; se adopta un polo O y se demarcan los rayos polares 1y 2.- Se trazan los lados I 'y II del funi-
cular de F cerrdndolo con la linea de cierre L.C.- La paralela a ésta por O determina las reaccio-
nes AyB.-

mall

El diagrama formado por los

lados I y II (funicular de la car- D o
ga o fuerza activa) referido a la = rxl B
linea de cierre L.C., constituye el ~ _| "x i
diagrama de momentos flectores @ ﬁ/’/ 11
expresado en la escala: ¥

I X2
Escalade M = h (cm) . Escala de M o

fuerzas . Escala de longitudes

A
Efectivamente, el momento Mx; de @ % F

la reaccién A respecto al punto de ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘é‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
abscisa x; constituye el momento
flector en la seccidn; graficamente, Fig. 6.6

de acuerdo al apartado 2.8.4., dicho momento My, estd expresado a escala por el segmento de-
terminado sobre la paralela a la reaccién A, pasante por el punto de abscisa X;, por las intersec-
ciones de los lados L.C. y I que constituyen el funicular de esa reaccién.- De igual modo el mo-
mento flector en la seccién de abscisa x, estd dado por el momento, respecto al baricentro, de las
fuerzas Ay F ; grificamente el momento de estas dos fuerzas (o lo que es lo mismo de su resul-
tante) queda determinado sobre la vertical pasante por el punto de abscisa x, por el segmento Mx,
definido por las intersecciones de los lados extremos del funicular correspondiente a esa dos fuer-

[s])
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zas (L.C. y I ).- En conclusioén el lado I del funicular referido a la linea de cierre (entre A 'y D)
y el lado II referido también a la L.C. (entre D y B) constituyen el diagrama de momentos
[flectores.- Obsérvese que la linea de referencia estd dada por el lado del funicular paralelo al rayo
polar pasante por el origen de la resultante de las fuerzas situadas a la izquierda de la seccién
considerada.-

El signo del momento flector, para las convenciones y ubicacién del polo adoptadas (a la derecha
del poligono de fuerzas), es positivo cuando el funicular de las cargas estd abajo de la linea de
cierre y negativo en caso contrario.- Ello se comprueba ficilmente si nos fijamos en la seccién de
abcisa x; y observamos que la reaccién A tiende a producir un giro horario alrededor de su bari-
centro o traccion en las fibras inferiores.-

El diagrama de esfuerzos de corte se obtiene sumando algebraicamente las fuerzas de izquier-
da a derecha y graficando esa suma.- Recuérdese que por ser las fuerzas externas perpendicula-
res al eje se proyectan en toda su magnitud sobre el plano de la seccidn.-

Obsérvese nuevamente que entre fuerza y fuerza concentrada el esfuerzo de corte se mantiene
constante y el momento flector varia linealmente.- En correspondencia con los apoyos el mo-
mento flector es nulo y mdximo en la seccion donde actiia la carga ; el esfuerzo cortante al-
canza valores extremos en los apoyos y pasa por cero en correspondencia con la seccion donde
actia la carga.-

Si tuviésemos la viga cargada con varias fuerzas concentradas :

Se construye, figura 6.7., el funicular de las cargas que permite determinar las reacciones de
vinculo y, referido a la linea de cierre, constituye el diagrama de momentos flectores.- Si se qui-
siera referir el diagrama a una recta horizontal se toma un nuevo polo O’ sobre la horizontal
trazada por el origen de

T R I
la primer fuerza exte-
A rior aplicada a la iz-
VAN D AN - . quierda de la' viga, en
i@ b, () 3 A S este caso el origen de la
1 AN .z
S = reaccion A, y se traza
» 2l T3 = 0 -
@ . o 7 e el funicular correspon-
1 - ==L iRy i ’
__h v BF ; 710 diente al nuevo polo 0
T T cuya linea de cierre es
1 E v - horizontal.-
L M | ~
noo|m =1 Ll
e

—T1

Fig. 6.7

~

El diagrama de esfuer-
Z0s cortantes se obtiene
en la forma ya explica-
da: sobre la recta de
accion de la reaccion A
y a partir de una recta
horizontal de referen-
cia se lleva, en escala
de fuerzas, un seg-
mento  representativo
de su intensidad y se
traza una paralela al
eje de referencia hasta
interceptar la recta de
accion de F; : esta recta

representa el esfuerzo de corte entre las fuerzas A y F, .- A partir de esta interseccién se resta F; y
se traza una nueva recta paralela al eje x de referencia hasta interceptar F, .- Se prosigue restando
F,,F; yF, en correspondencia con sus respectivas rectas de accién desde la recta representativa
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del esfuerzo de corte en el tramo inmediato anterior.- La reaccién B , positiva , cierra este dia-
grama.-

Obsérvese que la poligonal representativa de los momentos flectores tiene sus vértices en corres-
pondencia con los puntos de aplicacién de las fuerzas concentradas.- EI momento es nulo en los
apoyos, y el valor mdximo corresponde al punto de aplicacion de la fuerza que cambia el signo
del esfuerzo de corte o sea, que en ese punto el esfuerzo de corte pasa por el valor cero.- Los
valores extremos del esfuerzo de corte se presentan en correspondencia con los tramos adya-
centes a los apoyos.-

Estos trazados gréficos tienen valor didéctico pero, generalmente se opera en forma analitica.- Si
genéricamente designamos F; las fuerzas activas, y a;  b; sus distancias a los apoyos A y B respec-
tivamente, las reacciones valen :

aclMh LR po LM L
L L L L

Se calcula luego el esfuerzo de corte en los tramos comprendidos entre las fuerzas actuantes su-
mando algebraicamente las fuerzas externas situadas a la izquierda y se hace la representacion
gréfica:

Qxi=A Quw=A-F Qu=A-F -F

Qxs=A-F -F-F Qxs =A-F -F,-F;-F,=-B

En donde x, es la abscisa de una seccién cualquiera que estd ubicada entre A y el punto de aplica-
cién de F ; x, , abscisa de un seccién ubicada entre Fy yF, ; x;entre F, yF; ;x4 entre F3y F,
Xs entre Fy y B.-

Entre dos fuerzas sucesivas los momentos flectores varian linealmente, se calculan respecto a los
puntos de aplicacién de aquéllas y se representan a partir de una recta paralela al eje de la viga.-
Para los apoyos y puntos de aplicacién de las fuerzas se tiene las siguientes expresiones:

+ Ma=0
M1 = A.a1
M, =A.a,-F (a; -a;)
M; =M =Aa;-F(az-a;) - F, (a3 -a)
My=A.a,-F (as-a;)-F,(as-a,) - F3 (as-a3 ) =B.by
MB = 0

Obsérvese que cuando se establece el signo de Qys y de M, en base al sentido geométrico de
las fuerzas situadas a la derecha de la seccion considerada, las reglas dadas en el apartado
6.2. implican cambiar el signo que resulta de aplicar la convencion adoptada para las fuerzas
de la izquierda.- Este cambio de signo corresponde cuando se lo establece con criterio geomé-
trico, es decir si el giro es horario o antihorario; no corresponde en cambio cuando se lo hace
por el efecto fisico es decir si las fibras traccionadas son las inferiores o las superiores.-

6.3.2.- VIGA EMPOTRADA.-

Consideremos una viga libre en el extremo izquierdo A y empotrada en el derecho B, sometida a
cargas concentradas normales al eje de la viga, figura 6.8.-

Construyamos el poligono de fuerzas activas y con polo O ubicado sobre la horizontal pasante por
el origen de la primer fuerza de la izquierda F, , se traza el funicular I-II-III-IV.- La adopcién de
la posicién indicada para el polo tiene por Unico objeto que la linea de referencia del diagrama de
momentos sea horizontal ; la construccién es valida con otros polos con la diferencia que la linea
de referencia no serd horizontal.-
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o)

El funicular II-111-1V refe-
A B m, rido al lado I nos repre-
: senta el diagrama de mo-
v =5 mentos flectores.- Efecti-
vamente, consideremos una
seccién cualquiera de abs-
I m _ 2 cisa X ; el momento flector
respecto a ella estd determi-

= nado por el momento de las
fuerzas F, y F, situadas a
la izquierda de la seccidn;
este valor  graficamente
estd dado por el segmento
My determinado sobre la
Fig. 6.8 vertical pasante por la
seccién, por los lados IIT y I

P correspondientes a  los
rayos polares pasantes por

el extremo y el origen de la resultante de las fuerzas F; F, .- Para una seccién situada entre las
fuerzas F; y F, los lados correspondientes serdn Il y I, y los lados IV y I para las secciones com-
prendidas entre F; y el extremo B.- Resulta entonces que en la viga empotrada en el extremo
derecho el diagrama de momentos queda referido al primer lado del funicular de las fuerzas
activas que corresponde al rayo polar pasante por el origen de la resultante de las fuerzas
situadas a la izquierda de la seccion considerada.- El signo sera negativo ya que hay traccién en
las fibras superiores, y la ordenada sobre la vertical de B representa el momento de empotra-

|

w|

Qx

miento Mg .-Todos estos valores se miden en la escala que resulta de acuerdo a la distancia polar,
escala de fuerzas y escala de longitudes.-

Analiticamente este diagrama se obtiene calculando los momentos flectores respecto a los puntos
de aplicacién de las cargas concentradas y representando graficamente los resultados.- En parti-
cular se tiene:

+d MA=0
MX=-F1.X-F2(X-32)
MB=-F1.L-F2.b2-F3.b3 ='rrlB

El diagrama de esfuerzos cortantes se deduce con facilidad de la figura 6.8.-

5 Consideremos ahora la
viga con el empotramien-

_ . to en el extremo izquier-
do y libre el extremo de-
™ Il e recho, figura 6.9.- Cons-
M‘X - ° o truimos el funicular de
. las fuerzas activas: se

toma el polo en corres-
F pondencia con la hori-
T zontal pasante por el ex-
F‘e tremo de la ultima fuerza
de la derecha si quere-
Fig. 6.9 mos que la linea de refe-

rencia sea horizontal.-

El poligono de todas las fuerzas, activas y reactivas, es cerrado por cuanto el origen de la primer
fuerza A, y el extremo de la dltima F, son coincidentes.- En cambio el poligono funicular es

>
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abierto lo que significa que el sistema de fuerzas se reduce a un par medido por la ordenada en A
que, infinitamente préximo y a su derecha, nos representa el momento flexor .- Concentrado en A

estd aplicado el par de empotramiento, I, , que cierra el funicular y equilibra el sistema de fuer-
zas.-

En el tramo de viga comprendido entre A y F; los momentos flectores estdn representados por las
ordenadas comprendidas entre los lados I y III ya que ellos constituyen los lados extremos de la
tinica fuerza situada a la izquierda de la seccién, A .- Entre los puntos de aplicacién de F, y F, ,
los momentos flectores quedan dados por el lado II referido al III por constituir ellos el funicular
de las fuerzas situadas a la izquierda, A y F,.- Es decir que cuando el empotramiento estd en el
extremo izquierdo de la viga, el diagrama de momentos flectores queda dado por el funicular
de las fuerzas activas referido al iltimo de los lados, que es el correspondiente al rayo polar
pasante por el origen de la primer fuerza izquierda A, coincidente con el extremo de F, iltima
de la derecha.-

6.3.3.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON EXTREMOS VOLADOS.-

Sea una viga rectilinea en que los apoyos no estdn situados en los extremos sino en puntos inter-
medios, de modo que sus extremos quedan en voladizo cargada con un conjunto de fuerzas con-
centradas, figura 6.10.-

Con polo O cualquiera se construye el funicular de las fuerzas activas exteriores denominadas
cargas; las intersecciones de su primer y ultimo lados con las rectas de accién de las reacciones de
vinculo determina la linea de cierre del funicular que permite establecer el valor de A y B.- El
funicular II-III-IV-V referido al primer lado en el voladizo izquierdo, a la linea de cierre en el
tramo de viga comprendido entre los apoyos A y B, y al ultimo lado VI en el voladizo derecho
constituye el diagrama de momentos flectores: esto se deduce del andlisis de la determinacién
gréafica del momento flector en las secciones de abscisas X; , X; , X3 en forma similar a la realizada
en las vigas vistas anteriormente.-

En el gréfico se han indicado dos procedimientos para horizontalizar el diagrama de momentos
flectores:

a) Trazado el funicular de polo O y determinadas A y B se construye un nuevo funicular utili-

zando tres polos: O, para el voladizo izquierdo en correspondencia con la normal a las fuerzas
pasante por el origen de la primera de la izquierda, F, ; O, para el tramo de viga entre apoyos en
correspondencia con la normal en el origen de la primer fuerza actuante a la izquierda de este
tramo, A ; O; para el voladizo derecho tomado sobre la normal a las fuerzas en el extremo de la
ultima fuerza actuante en el voladizo derecho.-
b) Determinadas las reacciones utilizando el poligono de polo O, que llamaremos poligono auxi-
liar, se construye un nuevo poligono de fuerzas llevando a éstas en el orden que se presentan en la
viga de izquierda a derecha y se toma el polo O* en correspondencia con la normal en el origen
de la primer fuerza de la izquierda.- Obsérvese que al estar las fuerzas externas ordenadas de
izquierda a derecha la linea de referencia unica para todo el diagrama estd dada por el lado del
funicular correspondiente al rayo polar pasante por el origen de la resultante de las fuerzas que
estdn a la izquierda de la seccién, coincidente con el origen de F, primer fuerza izquierda.-

Sobre el diagrama de esfuerzos cortantes ilustra claramente la figura 6.10. el procedimiento de
trazado que es repeticion de los efectuado anteriormente.-
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Para efectuar el cdlculo analitico designemos como 1-2-3-4-5 los puntos de aplicacién de las
fuerzas F, - F, - F; - F, - Fs respectivamente.- Ademds la adicién del subindice izq o der es para
indicar un punto inmediatamente a la izquierda o a la derecha del punto de aplicacién de la fuer-
za ya que, en correspondencia con éste el esfuerzo cortante no posee un valor tnico.-

Reacciones: (Se toman como positivos los momentos horarios)
ZMA='F1 .L1 +F2 .a2+F3 .a3+F4 .a4-B .L+F5 (L+L2)=0

_ —KFL +Ea, +Fa; +Fa, +FK(L+L,)
L

B

ZMB=-F1(L+L1)-szz-F3b3-F4b4+F5L2+A.L=O

_R(@L+L)+Eb, +Eb; +Fb, —EL,
L

A

Esfuerzos de corte:
Quer=-F = QAizq
Qader = -F1 + A = Qaizg + A = Qaigg
Quier = - F1 + A - F2 = Quizq - F2 = Qsiq
Qsger =-F1 + A -Fy - F3 = Qaiq - F3 = Quiyq
Quger =-F1 + A-Fy - F5 - F4 = Quizg - F4 = Qgigg

Qpger =-F1 + A-F, - F3 -F4 + B = Qpjyq + B=Qs5,g=-Fs
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La ultima expresién nos muestra que los esfuerzos internos, en este caso Qgger = Qsizg = - Fs , se
pueden obtener tanto con las fuerzas situadas a la izquierda de la seccién como con las de la dere-
cha cambidndoles el signo propio, tal como expresan las definiciones y signos de esfuerzos inter-
nos, apartado 6.2.- Ademads, recalquemos que si al esfuerzo de corte inmediatamente a la iz-
quierda de una fuerza le sumamos algebraicamente el valor de ésta, se obtiene el esfuerzo de
corte inmediatamente a su derecha.-

Momentos flectores:

+ M1=0
MA=-F1 .L1
M2=-F1(L1+a2)+A.a2
M;=-Fi(Li+a3)+Aaz;-F,(a3-ay)
M4= B.b4-F5(L2+b4)
MB=-F5.L2
M5=O

6.3.4.- VIGA GERBER RECTILINEA.-

Fig. .11

Sea la figura 6.11. que representa una viga articulada o Gerber con tres cargas concentradas.-
Construimos el poligono de fuerzas y con polo O cualquiera construimos el funicular de las fuer-
zas activas [-II-III-IV demarcado con trazo lleno.- Si se recuerda lo visto en el apartado 3.2.1.4 ,
el funicular de las fuerzas reactivas intercepta al lado IV en D’ y al IIl en A’ ; determinando el
lado 'y que intercepta la vertical de C en C’; quiebra en C’ y corta al lado Il en A’y los que defi-
nen el lado B que, a su vez, intercepta la vertical de B en B’ ; quebrando en B’ determina con A’
el lado o .-

La poligonal o-3-y forma el funicular de las reacciones y sus lados constituyen las lineas de cierre
correspondientes a cada uno de los tramos entre apoyos.- El funicular I-II-III-IV de las fuerzas
activas referido al de las fuerzas reactivas o - - v determina el diagrama de momentos flectores
en la escala

h(cm) x dm/lecm x €kg/1cm
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Para horizontalizar este diagrama se puede recurrir a un nuevo funicular de la totalidad de las
fuerzas exteriores, activas y reactivas, tomadas en el orden que se presentan en la viga recorrién-
dola de izquierda a derecha con polo en la normal a las fuerzas pasante por el origen de la primer
fuerza de la izquierda.- Mds prdctico resulta calcular analiticamente las reacciones en los apo-
yos y el momento flector en éstos y en los puntos de aplicacion de las cargas efectuando luego
su representacion grdfica sobre una recta horizontal de referencia.-

6.4.- VIGAS CON CARGAS DISTRIBUIDAS.-

6.4.1.- RELACIONES ENTRE CARGA, ESFUERZO DE CORTE Y MOMENTO FLECTOR.-

Consideremos y aislemos un tramo dx de la viga de la figura 6.12.; sobre ella actia una carga
repartida cuya intensidad p varfa en forma continua en funcién de la abscisa x de la seccién con-
siderada, es decir que:

px =1 (x)

En tanto no cambie la funcién px = f(X) o no actiie una fuerza o par concentrados, el esfuerzo
cortante Q y el momento flector M varfan también en forma continua con la posicién x de la
seccion:

Qx =fi(x) Mx =1, (x)
La presencia de un par concentrado interrumpe sélo la continuidad de la funcién M, no la de Q.-

Las tres variables p, Q y M, estdn ligadas por las relaciones que deduciremos a continuacién.-
Supongamos conocidos los diagramas de esfuerzos cortantes y momentos flectores ; sean Q y M
los esfuerzos internos en una seccion transversal s-s de abscisa x ; Q+dQ y M+dM los esfuer-
Zos internos en una seccion s’-s’ ubicada a una distancia dx de s-s; dP = p.dx la carga que actia
sobre el tramo infinitésimo dx.- Este elemento se encuentra en equilibrio bajo la accién de la
carga dP = pdx y los esfuerzos internos: Q y M en las cara s-s ; Q+dQ y M+dM en la cara
s’-s’.- Por lo tanto:

YY=Q-pdx-Q-dQ=0
Simplificando queda:
dQ =- p.dx

Ecuacién que integrada por una parte y ordenada por otra, establece que:
Q=- Ipdx +C, ()

.
p=-— @

Obsérvese que en la (2) la intensidad de carga y la derivada del esfuerzo de corte tienen distintos
signos: esto es debido a que la primera se ha tomado con el sentido correspondiente al peso de los
cuerpos (hacia abajo), y el segundo con el sentido positivo que se ha convenido (hacia arriba).-

Si se toma momentos respecto al baricentro de s’-s’ considerando positivos los momentos hora-
rios:

+ ZMS=M+Q.dx-p.dx.d—2x-M-dM=O
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Simplificando y despreciando infinitésimos de segundo orden, se obtiene:

p +d
A B<:>
> polx = M M+ oM
A B
= x—= =—ox
‘& y
A D 8 | S s J /

@ Q dP= pdx Q+da

olx

=~1]

Q Q-+d0 S
Fy

M M+dM

Fig. 6.12
dM = Qdx .
M= j Qdx+C,  (3)
dM
=— 4
dx @
Derivando la (4) y sustituyendo por la (2) :
dQ d*M
—_—= = — 5
X ad p Q)

Estas expresiones nos dicen que, en puntos del eje de la viga donde p, Q, y M varian segtin fun-
ciones continuas, la derivada del esfuerzo cortante es igual a la intensidad de carga con signo
cambiado, y la derivada del momento flector es igual al esfuerzo cortante.- Inversamente, el
esfuerzo de corte es la integral de la intensidad de carga y el momento flector la integral del
esfuerzo cortante.- Por lo tanto las expresiones anteriores permiten, conocida la funcién que
define uno de los diagramas, establecer por integracion o derivacion, las otras.-

De las expresiones anteriores se obtienen las siguientes conclusiones:

a)

b)

c)

De las ecuaciones (1) y (3) se deduce que en los tramos descargados ( p = 0) Q es constante
y M varia linealmente ; en los tramos sometidos a cargas distribuidas de intensidad cons-
tante, (p = cte..), Q y M varian segiin leyes de primero y segundo grado, respectivamente ;
de segundo y tercer grado si p = f(x) varia linealmente, y asi sucesivamente.-

En casos muy particulares de carga (se verd uno en el apartado 6.6) el esfuerzo de corte puede
ser nulo en una longitud finita de un tramo de viga; en este supuesto, Q = 0, por la (3) resulta
M = C,, y reciprocamente, si M es constante en un tramo resulta Q =0 por la (4).- Sin em-
bargo lo general es que el esfuerzo cortante sea distinto de 0 ( Q # 0 ), pudiendo anularse
en una seccion particular de la viga pero no en un tramo de longitud finita ; entonces, por
la (3), M existe y es variable de donde se deduce que generalmente el esfuerzo de corte y el
momento flector se presentan acompaiiados.- En este caso, la solicitacion de corte puro ( es
decir una solicitacion que origine esfuerzo cortante distinto de cero con momento flector
nulo) solo es posible en secciones aisladas de la viga (1os apoyos por ejemplo en el caso de la
viga simplemente apoyada).-

Sin considerar los casos particulares de carga mencionados en b), de la ecuacién (4) se con-
cluye que en aquellas secciones para las cuales, al crecer la abscisa x, se anula el esfuerzo

169



~
Estdtica aplicada =2

cortante (Q = 0) pasando de un valor positivo a uno negativo (caso de la figura 6.12.), el
momento flector serd mdximo ya que se anula la derivada primera de la funcién momento y
su derivada segunda es negativa (dQ<0 ;dx>0 ;luego su cociente (5) resultard negativo p<0).-
Si al crecer x el esfuerzo de corte pasa de un valor negativo a uno positivo, el momento
[flector pasa por un minimo (dQ>0 ; dx>0 luego p>0) ya que su derivada segunda es positiva.-

d) Si no actian cargas concentradas (como asi también en los tramos comprendidos entre dos de
ellas si las hubiese) y es conocida px = f (x), Q y M se pueden calcular mediante la (1) y la (3)
donde las constantes C; y C, se determinan por las condiciones extremas.- Usualmente se
calculan Q y M para secciones determinadas, o las funciones My =f, (x) y Qx =f; (x) para
una seccion genérica de abscisa x, utilizando las definiciones dadas en el apartado 6.2.-

e) Sien un punto de abscisa x se traza una tangente al diagrama de momentos flectores formara
un dngulo o con la paralela al eje de referencia, figura 6.12.; por la (4) se tendrd que su tan-

. . M .
gente trigonométrica valdra: tang o = (11— = Q .- Esto, expresado en palabras dice que la
X

tangente trigonométrica del dngulo que forma la tangente geométrica en un punto al dia-
grama de momentos con la paralela al eje de referencia, es igual al esfuerzo de corte en ese
punto.- En particular para el caso de una viga simplemente apoyada cargada en toda su lon-
gitud, como la de la figura 6.12., los dngulos que forman las tangentes extremas al diagrama
de momentos quedan dados por las siguientes expresiones:

tang o, = Qa = A
tangog = Qg =-B

f) Cabe un razonamiento andlogo para el diagrama de esfuerzos cortantes.- Por la (2) se tiene:
dQ
dx
Que dice que la tangente trigonométrica del dngulo que forma la tangente geométrica en
un punto al diagrama de esfuerzos tangenciales con la paralela al eje de referencia, es igual a
la intensidad de carga.-
Y en particular para los apoyos:

tang B =

g) La formula (4) es vdlida en cualquier punto donde Q tenga un tinico valor bien definido, es
decir en puntos donde no estén aplicadas fuerza concentradas.-

6.4.2..- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA UNIFORME.-

Para tener una vision objetiva de los diagramas resolvamos en primer término en forma grafica
(figura 6.13.).- Construimos el funicular de la resultante P = p.1, lados I y II .- Sabemos (aparta-
do 2.10.4.) que la funicular de la carga distribuida p es un curva cuyas tangentes extremas, en
Ay y By, son los lados del funicular de su resultante I y IL.- Para trazar tangentes intermedias
aplicamos métodos vistos en el apartado mencionado: consideremos a P como divisoria de cargas
quedando el diagrama de cargas dividido en dos diagramas parciales iguales ; Bajamos la vertical
del baricentro de cada uno de ellos y donde interceptan a los lados I y II, puntos H y K, tendremos
dos puntos de la tangente a la curva funicular en correspondencia con la divisoria de carga, Cy .-
Dado que el diagrama de carga es un rectdngulo los baricentros de los diagramas parciales se
obtienen dividiendo en dos las respectivas longitudes cargadas .-

Alternativamente podemos determinar directamente los puntos H y K dividiendo los segmentos
Ay C; y By C, en dos partes iguales.- Este proceso de dividir en dos partes iguales los segmentos
de tangentes extremas a un arco de la curva se puede proseguir hasta obtener el nimero de tan-
gentes deseado, siempre que la carga sea rectangular.- En el grafico se ha trazado una tangente
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intermedia en cada uno de los arcos Ay Cy y Cy By de la curva funicular.- Recordemos que siendo
p = cte. el diagrama de momentos serd una pardbola cuadrdtica y, por una propiedad geométrica
de esta curva sus tangentes extremas se interceptan en un punto C; ubicado en la ordenada
correspondiente a la mitad de la cuerda.-

A 2} — WAWB@

L/e L/e

L.C.

Fig. 613

Observemos que la tangente HK en C, es paralela al eje de referencia y por ello el 4ngulo 0O,
es igual a cero por lo cual : tang Oico = Qco =0 ; y por lo tanto Mc, = My -

Por ser p = cte. la (1) del apartado 6.4.1. impone que el diagrama de corte sea lineal y sélo se
necesita determinar dos de sus puntos.- En correspondencia con el apoyo izquierdo serd Qa = A
yen el derecho Qg = -B ; unimos con una recta y se tendrd el diagrama de esfuerzos de corte.- Se
observa que por la simetria de la construccion el esfuerzo de corte se anula en el punto medio de

la luz de la viga en correspondencia con My .- ®
A ;>< ><><l B
D
7. 777

Otro procedimiento para el trazado de la pard- 3 o —-=f b B
bola de segundo grado es el indicado en la L/2 L/2
figura 6.14. cuyos fundamentos se sintetizan a
continuacién.- Consideremos determinadas las B
tangentes extremas Ay C; y By C; y desea-
mos trazar una tangente intermedia en corres- f i
pondencia con la seccién de abscisa “a”.- Por o/2
esta seccién trazamos la divisoria del diagrama ¢
de cargas; determinamos los baricentros de los
diagramas parciales e interceptamos las tan- ©
gentes extremas en H y K, quedando determi-
nada la tangente intermedia en correspondencia

con la seccién de abscisa “a”, punto D.- Ob-
servemos que H tiene por abscisa a/2 mitad de

la de D.- Es simple demostrar geométricamente

la relacion:

a _ AH CK
b HC, KB,
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Esta relacion permite determinar el extremo K de una tangente intermedia cuando se ha fijado su
otro extremo.- El procedimiento constructivo se deduce de la figura.-

Efectuemos la determinacion analitica de los esfuerzos internos y de las tangentes extremas a
los diagramas M y Q, figura 6.15.-

i L i Las reacciones valdran:

L/2 L/2
f A=B=Y%pL=%P

7 PX P=pL - * Aplicando las definiciones de esfuerzo de
corte y de momento flector en correspon-
dencia con la secciéon de abscisa X, se
tiene:

>
X
X
il
|
X
w | §

@ Qx = A-px =% pL-px
pL® /4 MX=A.X- p.X.1/2X =1/2p.L.X -1 sz

L°/8 . . .
== Por integracién se llega a igual resulta-

PLE /2 Cy do:

px =p = cte.
Qx = J-p.dx+C, =-p.x+C,
Para establecer el valor de la constante

L 3 de integracién apliquemos la expresion
obtenida al punto A de abscisa x=0:

+ Qxx=0 = Qa=C; .  C=Qa=A
Qx =-px+% pL

W

P Que nos da la ley de variaciéon de los
g ‘ @ esfuerzos de corte.- Para los momento
o 615 flectores se tiene:
1g. .

Mx = jQde +Cy =-Yapx’ +%pLx+GC,
(Mx)x=0 = Ma =0 C,=0

Mx=-% px* +% p.L.x="%px (L-x)
que constituye la ley de variacién de los momentos flectores.-

Se ha visto que en la seccién para la cual el esfuerzo de corte se anula, el momento flector se hace
maximo, apartado 6.4.1.c).- Llamando x la abscisa de esta seccion se tiene:

Qxo=%2 pL-pxo=0 Xo=¥ L

Lo que nos confirma lo que ya habiamos obtenido por otras vias, y vale:

Para el trazado de los diagramas determinemos en primer término los segmentos By B; y Ay A;
que permiten el trazado de las tangentes extremas, llamadas cruzadas de Ritter, figura 6.15.-

Es evidente, por condicién de equilibrio () Ma =0y ¥ Mg = 0) y por tratarse de una viga sim-
plemente apoyada, que si se toma momento respecto al punto de aplicacién de una de las reac-
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ciones, el momento de la otra reaccién serd igual y opuesto al momento de la resultante de las
fuerzas activas.- En el caso de fuerzas paralelas (cargas verticales y apoyo mévil horizontal,
figura 6.15 ) el segmento BB, representa, en valor absoluto, tanto el momento de la resultante de
las fuerzas activas como el de la reaccién A respecto al punto B.- Graficamente, el funicular de

P de lados AoB; y ABy y el funicular de A de lados AoBoy y A¢B; interceptan en By y B, la
vertical pasante por el apoyo derecho B determinando el segmento ByB,; este segmento repre-
senta el valor absoluto del momento de P y de A respecto al apoyo B, apartado 2.8.4 .- Igual ané-
lisis cabe para el segmento AgA,; sobre la vertical de la reaccion en el apoyo izquierdo A.- De lo
expuesto:

ByB;=L.tangay=L.Qa= A.L = P(L-x¢)
A0A1=L.tangocB=L.QB=B.L =PXC

Estas expresiones, en valor absoluto, son generales para cualquier diagrama de carga en vigas
simples con cargas verticales y apoyo mévil horizontal, en donde A, y By son los puntos de tan-
gencia en los extremos de la curva representativa del diagrama de momentos flectores; A; y B,
son las intersecciones de las tangentes extremas con la vertical del otro apoyo; L la luz de la viga;
A 'y B las reacciones de apoyo; P la resultante de la carga distribuida; xc¢ la abscisa del baricentro
del diagrama de cargay P(L-xc) y Pxc los momentos de P respecto a los apoyos B y A.-

Resulta comodo tomar estos ultimos (los momentos de P respecto a los apoyos A y B) y llevarlos a
partir de los puntos de tangencia By y Ay en el sentido de P.- Los puntos B; y A; asi determinados
permiten el trazado de las tangentes extremas, A¢B; y ByA;, al diagrama de momentos flectores;
obtenidas éstas es posible trazar el nimero de tangentes intermedias que se desee por los proce-
dimientos ya descriptos.-

En el caso de carga rectangular, estas expresiones se simplifican:
p=cte ; xc=%L ; P=pL ; A=B=% pL
BB, = A¢)A; =A.L=B.L=%PL =% pL?

La distancia de C, , interseccion de tangentes extremas, a la recta de referencia A¢By en su punto
medio, sera :

Y, BoBy =% AgA; =% p.L?

Valor doble del mdximo momento flector.- Aplicando estos resultados el procedimiento para el
trazado grafo-analitico consiste en calcular el Mgy = p.L*/ 8 y se tiene la flecha de la pardbola
que se lleva en la mitad de la luz de la viga.- Se duplica este valor, p.L* /4 y se obtiene la in-
terseccion C; de las tangentes extremas ; si unimos C; con Ay y By quedan trazadas dichas
tangentes.- Luego se puede completar la pardbola por alguno de los métodos explicados.- Esto
es valido sélo para el caso de carga rectangular.-
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6.4.3.- VIGAS EMPOTRADAS.- CARGA RECTANGULAR.- (Figura 6.16).-

X

L/2

i m
e NIRRT [ > B
P=pl

/
T

Jm

b a—

\ B
B
m _
B B ﬁ 2

=PL

|

AL T[]

/e

| [T

Viga libre en A y empotrada en B
YY=-pL+B=0 B=plL

YMg=-% pL>+ Mg =0 ..Mg =% pL’

Qx =-px

My =-% px’

Qa=0 ; Qg=-pL=-B

My=0 :; Mg=-% pL>=-mg

Viga empotrada en A y libre en B

YY =A-pL=0 A=plL

YMy=-Mp+% pL>=0 .. Ma =Y pL*
Qx=A-px =p(L-x)

Mx=-p(@Lx)%(@L-x)=-% p(L-x)
Qa=A=pL ; Q=0

My= Mp=-%pL*> ; Mp=0

Los sentidos supuestos en ambos gréficos resultaron correctos.- Obsérvese que para obtener los
valores de los esfuerzos internos en puntos particulares, A y B, es indistinto usar las férmulas
genéricas, Qx y My , introduciendo la abscisa correspondiente, o recurrir a la definicién del es-
fuerzo empleando las fuerzas izquierdas o derechas del punto considerado teniendo la precaucién
de cambiar el signo cuando se utilizan estas dltimas.-
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6.4.4.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON VOLADIZOS.-

En la figura 6.17., el dia-
grama de momentos flecto-
res queda definido por la
curva funicular referida al
primero y ultimo lados del
funicular de las resultantes
parciales ( P, , Py, P, ) en
los voladizos izquierdo y
derecho respectivamente, y
a la linea de cierre en el
tramo entre apoyos.- Obsér-
vese que el diagrama de
carga se ha dividido en tres
diagramas parciales que
tienen , como divisorias de 3
cargas, las rectas de accién

de fuerzas concentradas, las

reacciones A y B en este

caso.-

>

!

=]
w

Fig. 6.17

El trazado grafo-analitico se describe a continuacion, figura 6.18.-

Las reacciones valen :

L=L1+L0+L2=2Li
YMp=0
o PG-L)
Lo
Y Mc=0
B P(5-L,
L, pL; /8

a) Voladizo izquierdo:

pLs /8
Qa=0
MA = O
pLs /4
Qxi =-pX
MX] =-1n p.X12
QBizq =- P.Ll |
@ L\
Mg = -%plL,*

tangoy, = Qs = 0

175



N
Estdtica aplicada =

b) Tramo entre apoyos:
QBder = QBizq +B 5 QX2 =-Pp.X2 +B
QCizq = QBder - PLo 5

(Qx2))x2=x0=-pXo+B=0 .. X¢= %

My, =-% pxo” + B(x,-L;) Muax = Mxo = - V2 pXo” + B (X0 —L1)
¢) Voladizo derecho:
Qcdger = Qcizg + C=p.L, Qxs=p(L-x3) Qp=tang ap=0
Mc =-YpL,’ Mys=-%p(L-x;3) Mp=0
Pardametros para trazar las tangentes extremas del tramo entre apoyos:

By B, =% p. L20 (momento de la carga actuante en el tramo BC respecto al apoyo B).-

CyCi=Wap. |5 ( momento de la carga actuante en el tramo BC respecto al apoyo C).-
P-Lo g P

12
HH, = % (ordenada médxima de la pardbola de segundo grado con extremos en By y Cy ).-

Sobre una recta de referencia se llevan a escala los valores calculados de M, - My - Mc - Mp
obteniéndose los puntos Ay , By, Cy , Dy .- En los voladizos conocemos las tangentes en los ex-
tremos libres ya que tang o, = tang oip = 0; con ellas quedan determinadas también las tangentes
en los apoyos ya que se interceptan en la mitad de la longitud del voladizo.- Ay y By, Cy y Dy
con sus correspondientes tangentes permiten el trazado de las dos pardbolas cuadraticas repre-
sentativas de los momentos flectores en ambos voladizos.-

Luego desde ByCy se “cuelga” la pardbola correspondiente a la carga uniforme actuante en el
tramo comprendido entre los apoyos; para ello se llevan en la escala de momentos los valores
calculados para ByB; y CyC; que permiten el trazado de las tangentes extremas y consecuente-
mente de la curva de momentos.- Esta construccién estd basada en el principio de la independen-
cia de las acciones y la superposicién de los efectos que se ilustra en la figura 6.19.-

] PR
# ke @ 7 777 @ 7 r 7
P, P = P=:P
L L, L, Ly L L, 2L
—
S, \
+
@ @
Fig. 6.19
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6.4.5.- VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON CARGA PARCIAL.-

En la figura 6.20. se resuelve graficamente este caso.- La solucién analitica no ofrece dificultad.-

L
a c | ko —=—
77 = . A 1
A —
1 _ A
A ' B L.C
c/2 c/e 7“
B
Ma 5
Mma x ' e
@ L.C
***** > T
/2
SN Y "
pc2/8
th
@ 4
A Qe
——
A
B
Xo
Fig. 6.20

6.4.6.- VIGA GERBER CON CARGA UNIFORME.-

En la figura 6.21. se ha construido el diagrama de momentos flectores en base, en primer térmi-
no, a la construccién de una Unica curva funicular para toda la longitud de viga.- El funicular de
las reacciones se obtiene determinando las intersecciones de las verticales de los apoyos extremos
y articulaciones, con la curva funicular de la carga, apartado 3.2.1.4.- La medicién de las ordena-
das en correspondencia con los voladizos es imprecisa salvo que se tomen distancias polares pe-
quefas.-

Es mds conveniente trazar una curva funicular para cada uno de los diagramas parciales que
resultan al tomar como divisorias de carga las rectas de accién de las reacciones de apoyo ; en el
gréfico estd indicado el procedimiento seguido para trazar las tres pardbolas cuadraticas referidas
a un eje auxiliar horizontal Ay Dy.- Las lineas de cierre se obtienen de igual modo que en el caso
anterior.- Recordemos que las curvas funiculares referidas al funicular de las reacciones determi-
na el diagrama de momentos flectores.- El trazado del diagrama de esfuerzos tangenciales como
asimismo la resolucién analitica no ofrecen novedad.-
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L
0, Lo Ly —
> _ _ A
P o4 P 777 = 777
\ 1 2 ‘P:; A _ . b
_ _ _ _ B 1
A B c D |
2
8
&) 3
Q / N -
I o Y, v _
gD &
SNl © y
n jss =
P3
g By G Ly ™ 5
PLE/S4 o 4 [PLi/B
1 ) -
S B &
PLS/8
@
Lo/4 1 Lo/4 | Lo/a T Lo/4
B
s T
@
A &)
Q =) - i
P, _ P3
PE
Fig. 621

Lo préctico es trazar un esquema grafico con pardbolas separadas para cada tramo; se calculan las
reacciones, momentos y esfuerzos cortantes en los apoyos y puntos de aplicacién de las cargas
estableciendo los mdximos y minimos.- Si se quiere un grafico a escala se lo hace por el método
de puntos y tangentes utilizando los valores analiticos.-

6.4.7.- VIGAS SIMPLEMENTE APOYADAS CON CARGAS DISTRIBUIDAS VARIABLES
LINEALMENTE.-

A continuacién se trazan los diagramas de momentos flectores y esfuerzos cortantes para cargas
con diagrama triangular y trapecial.- Se los efectia utilizando la curva funicular de la carga y
por el proceso grafo-analitico: sobre el primero nada se agrega a lo expuesto anteriormente; y en
cuanto al segundo, se desarrolla la secuencia operativa que a continuacién se detalla:

1. Determinacién de la resultante de la carga y su posicion.-

2. Determinacién de las reacciones de vinculo.-

3. Determinacién de la ley de variacion de la carga: px = f (x)

4. Determinacion de la ley de variacién del esfuerzo de corte: Qx = f;, (x).-

5. Determinacién de la ley de variacién de los momentos flectores: My = f3 (x).-

6. Cailculo de x¢ , punto para el cual (Qx )x=xo = 0.-
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7. Célculo del momento maximo: My = (Mx )x=xo -~

8. Determinacién de las tangentes extremas.-

9. Trazado de los diagramas.-

6.4.7.1.- Viga con carga triangular, figura 6.22.-
L L
Carga total: P = P ° b=L/3—
2 . T
2L L /W P
X =—=ab=L—-xc= — T 1 . |
3 3 AN P AN 1
M P=pL/2 7 R
Reacciones: A B LC.
A= Pb P pL B _
L 3 6 @ I Y Y Ly 11 2
B= Pa_ Ep _pL i Mo x
L 3 3 Ao \ Bo
23N h
Intensidad de carga: \E J/
Px = PTX B pL® /6
Carga a la izquierda de x: . 1. .
2
p =1lp x=1PX
x TP KT
Fig. 6.22
2
Q.=A-P, =l6p.L—%%
Al‘iL/Z‘ﬂ
X @
MX = A.X — Px —_= A o
3
Ox _
- B P
Xo
1 1px’
=—pLx——
6" 6 L "
Operando por integracion seria:
1 p.x2
Q= -J.pxdx+C, =——I"—+C,
Q)a=Ci=Qu=A=tpL o Q =—12X . Lpy
x )x=0 1 A 6 p- X L 6 p.

3
M.=[Qdx +C, = épi +ép.L.x+C2

(Mx )x=0 =C,=0
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Tangentes extremas:

tang Ba =pa=0

1
By B, = P(L-x¢ ) = gp.L2 =AL=Ltang oty = L.Qa

Ao A =Pxc =%p.L2= B.L =L.tang o = L.Qp
Momento maximo:
1pxy 1 L
X Jx=xo = — - ——— +— L=0 . x5=—==058L
Q) St 0=

p.L2
16

(Mx )x=xo=Mméx =

Es decir que para determinar M4 se puede sustituir la carga triangular por una rectangular de
intensidad igual a la mitad de la intensidad p de la triangular correspondiendo a la abscisa 0,58
de la luz.- Esto no es valido para el momento en el resto de las secciones ni para los esfuerzos de
corte.-

6.4.7.2.- Viga con carga trapecial , figura 6.23.-

Dividiendo al diagrama trapecial en dos tridngulos rectdngulos, se tiene:

1 1
P1= EpA .L 5 P2= EpB .L
A Pbi Pby _IpgL 2 IpyLL
L L 2 L 3 2 L 3

B=%[pA+2pB]
pxsz_'_pB;PAX
QX_A_PQX P;X_%[sz_i_pB] pAX_szLpA <2
MX=Ax-épr§x %Px %

L 1 2 Pp—Pa _3
M, =—[2p, +pr|x——p.x" ——2—Ax
6[ Pa PB] 2PA 6L

Sustituyendo en la ecuacién de Qy , la variable x por X, e igualando a cero se obtiene una ecua-
cién de segundo grado que resuelta da dos raices : se analiza cual es la real, es decir cual es la que
constituye una longitud que cae dentro de la luz de la viga, y se tendrd el valor de x, para el cual
el esfuerzo de corte es nulo y el momento flector méximo.- Introduciendo X, en la expresién de
M se obtiene el momento maximo que solicita a la viga.-
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L
N

7 _

gl
W
—
[

“ﬁ<~/ Ps h
Pa | L
-—VL/3 L/3 L/3—
Py 52 ~
a B
) * P
i ¢ |
-
/3 /3T/3
e X—™
" Fig. 6.23
@ Ay 1 B,
O(A +
Mmax
B
Ay P=(p,+ppL/2 L
Qx
A
Ag B,
@ g
_ |
A @ ‘r< ******* L/2——--—— —=
— A
Xa B B,
8 ~
Aa ’ ~B;

Tangentes extremas: Determindndolas en base a los momentos de P respecto a los apoyos, sera:

L 2patpg L_L?

Pa tPs
By B, =P (L-xc) = 20, +
0 bi (L-xc) > pr+ps 3 6[PA PB]
+ +2py, L L2
AgA =P.xc= PATPB | PAT Py —=—|[pa +2ps]

2 patps 3 6

Debe recordarse ademds que las tangentes extremas al diagrama M se cortan sobre la recta de
accidn de la carga resultante P.-

B,Bs;= L.tangfa= L.pa y Ay A;= L.tang Bg = L. pp

L.pa expresa una fuerza dirigida en el sentido de p, ; su mddulo se toma en la escala de esfuer-
zos de corte y se lleva en su direccién y sentido a partir del punto B; : su extremo B; determina la
tangente Ay’B; en el extremo izquierdo del diagrama Q.- Para la tangente en el extremo derecho
se lleva la fuerza L pg en sentido opuesto al suyo a partir de A;: su extremo Aj determina la tan-
gente By’ Aj; en el extremo derecho del diagrama.-

181



~
Estdtica aplicada =2

Recordemos también que las tangentes extremas al diagrama Q, por ser éste una pardbola cua-
drética, se interceptan en la mitad de la luz.-

6.5.- VIGA CON CARGAS DISTRIBUIDAS Y CONCENTRADAS.-

>
o
o
o
£

\Mma x
B .
P~ LY
@ 7
@
B _
B
Xo EE
\\§ jetg B b, Py
N
Fig. 6.24 =

Aplicando lo expuesto anteriormente se ha resuelto graficamente la viga representada en la figura
6.24.- Observemos que tanto para el diagrama de momentos como para el de esfuerzo de corte,
cada uno de los tres tramos determinados por las rectas de accién de las fuerzas concentradas A,
F,, F, , B, presentan leyes de variacion distintas; ademds en correspondencia con F; y con F; el
diagrama M presenta una discontinuidad (tangente doble) y en el diagrama Q el primero y se-
gundo tramos estdn definidos por dos rectas paralelas y el tercero por una pardbola cuadrética.-
Analiticamente se calculan los momentos flectores en los puntos en que se presenta alguna parti-
cularidad como ser: los puntos de aplicacién de una fuerza o par concentrados en él, la variacion
de intensidad o tipo de carga distribuida, etc. .- Se establecen las leyes de variacién de Q y de M,
y se determinan valor y posicién de los momentos y esfuerzo cortantes maximos y minimos.-

6.6.- VIGA CON CARGA INDIRECTA.-

L L L
| I - |
- - I+ T
Vv
77 o
Fig. 6.2
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Las vigas estdn cargadas frecuentemente de modo indirecto: las cargas actian sobre vigas secun-
darias que se apoyan sobre la viga principal en puntos determinados, concentrando la transmisién
de aquéllas en estos puntos.- En un entrepiso, figura 6.25., es frecuente que las cargas actien
sobre losas (L) apoyadas sobre viguetas transversales o traviesas (T), las que a su vez estdn sus-
tentadas por las vigas principales (V).- Las cargas que inciden sobre las losas se transmiten por
las traviesas a las vigas principales como cargas concentradas.- Otro tanto sucede en puentes
donde las cargas recibidas se transmiten por largueros a vigas transversales apoyadas en las vigas
principales.- En techos de edificios los pares de las armaduras o cerchas reciben las cargas de la
cubierta por intermedio de las correas.-

En la figura 6.26.a) se esquematiza la estructura anterior mediante dos sistemas isostaticos: la
parte superior se asimila a una -r

viga Gerber EFGH con las arti- i
culaciones F y G en correspon- B
dencia con los apoyos interme-
dios.- Con frecuencia los largue-
ros son continuos constituyendo
una viga hiperestdtica llamada - Lo .
continua.- La carga se transmite
por las traviesas (asimiladas a BEET sl T T T VIGH CERBER
bielas) a una viga simplemente
apoyada, AD, designada viga

principal.- Para establecer los 05pd po po P i P 0:5pd
esfuerzos internos que se origi-

77774
m
m
(]

H

>
[ss]
O

nan en la viga principal es nece- M
sario determinar las acciones que
recibe de las viguetas.- Para ello

Q

se puede utilizar alguno de los
métodos analiticos o graficos
explicados  anteriormente; se
expliqua sintéticamente la si-
guiente secuencia: A ‘

pd
2 e

B [

p VIGA PRINCIPAL
DC

El diagrama de carga se ha to- 3pd 3p6

mado rectangular y se ha dividi-
do en diagramas parciales con
rectas divisorias pasantes por las
viguetas; se ha designado con la pd
letra “d ” la distancia entre éstas

y con “L” la luz de la viga prin- ‘
cipal AD, figura 6.26.a).- P T

pd

pol T pd

Las reacciones en los apoyos de
la viga Gerger EFGH se pueden Fig. 6.260

determinar por cualquiera de los

procedimientos vistos: resulta practico tomar cada uno de sus tramos como chapas separadas ya
que, por simetria de estructuras y cargas, se obtienen facilmente de sus D.C.L. :

RE=RH=1/2p'd 5 R]::RG:p.d

El diagrama de momentos flectores en cada uno de los tramos EF , FG , GH , consiste en una
parabola cuadritica de momento méaximo igual a %p.d2 siendo la ordenada de la interseccién de

las tangentes extremas igual a Y4 p.d* .- Conocidas las reacciones y cargas el trazado del diagra-
ma de corte no ofrece dificultad.-

Las reacciones obtenidas para la viga Gerber, cambiadas de sentido, constituyen las acciones que
recibe la viga principal en los puntos A , B, C, D.- Se tiene para ésta:
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Carga total pL=3pd

Reacciones Rya=Rp = 3pd
Momentos My=Mp=0 Mg = Mc = Mpux = de = %pLz

Esfuerzos de corte Qo= Qpizg=p.d : Qs=Qciq=0 ; Qc=Qpig=-pd=—-5pL

Observemos la siguiente particularidad: las condiciones de simetria que presenta el sistema han
hecho que el tramo central de la viga principal comprendido entre B y C presente esfuerzo tan-
gencial nulo y momento flector constante: esta solicitado a flexién pura.-

Un anélisis similar al efectuado para cuando la carga distribuida es transmitida indirectamente se
puede efectuar si las cargas fuesen concentradas.-

De lo expuesto extraemos las siguientes conclusiones que son vélidas para otros tipos de cargas
aplicadas indirectamente:

¢ Si no se considera el peso propio de la viga principal, cada uno de los tramos comprendidos
entre dos viguetas consecutivas estd descargado.- Por lo tanto, siendo p = 0, en ellos Q es
constante y M varia linealmente, cualquiera sea el tipo y la distribucién de la carga sobre las
losas o tablero.-

® Los esfuerzos internos en las diversas secciones son distintos de los que existirian si la carga
estuviese directamente aplicada, con excepcién de los momentos flectores en las secciones
ubicadas bajo las viguetas.- En ellas coinciden los momentos flectores causados por cargas
que se trasmitan directa o indirectamente, con independencia del tipo de carga actuante.-

* En el resto de las secciones los momentos flectores que originan cargas directas son mayores
que los producidos
‘ ! por cargas indirec-
tas.- Esto se puede
evidenciar constru-
yendo el poligono o
curva funicular de
las fuerzas activas,
cuyas lineas de cie-
rre estdn dadas por
| el funicular de las
} 2 reacciones seglin se
} vié en el apartado
} Y 3.2.1.4: estos dos
|

|

|

|
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\
\
/
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Acciones V.Gerker

“Reacciones V. Gerber

l
0!
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o

no!
©

-G f funiculares repre-
sentan los momen-
® tos flectores origi-
nados por cargas
aplicadas directa o
indirectamente, fi-
gura 6.26.b).- La
diferencia  (areas
con rayado intenso) corresponden a los diagramas de momentos de los tramos EF, FG, GH de
la viga Gerber .-

T
WOl

Fig. 6.26b
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6.7.- VIGA CARGADA CON PARES.-

Se considera en primer término una viga simple sobre la que actdan pares concentrados en un
punto cualquiera situado entre sus apoyos, o en uno de éstos, o simultdneamente en uno y otro de
ellos.- A mds de los pares no se considera ningtin otro tipo de carga: si la hubiese, sus efectos
pueden adicionarse por el principio de superposicion de los mismos.- En segundo término se
desarrolla el caso de una viga Gerber.-

Para trazar los D.C.L. colocando las reacciones con sus sentidos correctos, téngase presente que
tratdndose de una viga simple cargada en la forma indicada, las ecuaciones de equilibrio de mo-
mentos respecto a los apoyos determinan que las reacciones en éstos sean iguales y de sentidos
opuestos, formando una cupla que equilibre al par actuante o a su suma algebraica si fuesen mds
de uno.-

Sea, figura 6.27., un par aplicado en una seccion intermedia de una viga simplemente apoya-

[P}

da siendo “a” y “b” sus distancias a los apoyos.- Se tiene:
+J YM,=m-BL=0 .. B= m/L
+4 YMp=-AL +m=0 .. A= m/L
+T YY=-A+B=-m/L+m/L =0

MSiZq=-A.a 5 MSde,—=-A.a+m= B.b

My, =- Ax 5 Qx=0Qx1 =Qxx=-A=cte.

Mx;=B([L-%x3) ; Ma=Mp=0

2
I }m
a ‘/ o B
A
L
Mx1
Mxz
M
WW
QAxy (%o
e
A
Fig. 6.27

185



Estdtica aplicada

=

Sea, figura 6.28., el par aplicado en uno de los apoyos:

+J4 YM,=0=mg-BL .. B=mg/L
+J YMp=0=-AL+mp .. A=mg/L

+T YY=-A+B=-mg/L + mMg/L=0

Qx =-A=Qpyy=-B=cte.

X
Mx=-Ax=-IMg —
X B L
MA—O N MBizq=AL='mB
e —
n
B
%E a
L
Mx B
M
il N
Qx
A 0
B
Fig. 6.28
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sera:

> ‘mB‘

Sean, figura 6.29., dos pares aplicados en los apoyos,y suponiendo que ‘m A ‘

+J YMa=-Mp+Mg+BL=0 B=(mA—mB)lL

+J YMg=-Mp+AL+mg=0 .. A=(mu-mg)

==

+T YY=A-B=0 ; Qx = A = Qi = cte.
X
Myx=-IMp+Ax=-1Ny + (mA - mB)E
MA =- mA 5 MBizq = -mA +AL =- mB
I x m
A B
g >
L —
Mx B
m, M
mB
Ax
A
o Q
B
Fia. 629
Sea una viga continua articulada o Gerger sometida a pares, figura 6.30. :
+d Y M¥ =DIL;=0 D=0
+4 M -m-CL,=0 c=m/L,
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+1 Y MM =AL-m=0 A=m/L,

+T YY=0=A-B+C .. B=A+C=(m/L)H+(m/L,)

L L L

Qx4 —

>
O
[’»)
kS
D)

=]
O

Fig. 6.30

Verificacién: YM,=-M+BL;+M-C(L;+L,)=0

Sustituyendo los valores de B y C se obtiene una identidad: 0 =0.-

Esfuerzos de corte: Qx;=A=cte. ; Qx, =-C =cte.

Momentos flectores:

El detalle grafico del vinculo en B representa el corte del mecanismo de apoyo con el plano verti-

cal que contiene las fuerzas y el eje de la viga.- El pasador de la articulacién (perpendicular al
plano del dibujo) apoya sus extremos en los cojinetes del dispositivo de enlace y se articulan a su

véstago, independientemente, cada una de las chapas.- El par de cuplas I estdn aplicadas con-
centradas en los extremos de cada una de ellas, en correspondencia con el punto central B del
pasador.- Por lo tanto, sera:

Tramol: M,=0 ; My=Ax;=(M/L;)x, ; Mpy=AL=m
MB=AL1-I'I1=()

Tramo 2 : MBder =m ; MX2 =C (Ll + L2 - Xz) = (m /Lz)(L] + L2 - Xz) 5 Mc =0

Tramo 3 : Myx;=Mp=0
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6.8.- VIGAS DE EJE INCLINADO Y CURVO.-
6.8.1.- VIGAS DE EJE CURVO.-

Sea, figura 6.31, una pieza prismatica plana de eje curvo vinculada a tierra por un apoyo fijo y
uno mévil horizontal, sobre la que actian cargas concentradas verticales cuyas distancias a las
verticales de los apoyos son a; y b; .- Las reacciones de los apoyos y los momentos flectores son los
mismos que los de una viga recta de eje horizontal AB y de la misma luz L.- Efectivamente:

MS=A.X 5 MA=MB=O
M1 = A.al 5 Mz = A.az - F] (az —al) 5 M3 = Bbg

La proyeccién vertical Vg de la resultante izquierda coincide con el esfuerzo de corte de la viga
horizontal de eje recto; siendo el eje curvo, Vs se descompone en un esfuerzo normal al plano de
la seccidn s-s y otro tangencial al mismo que varian de seccién a seccién en funcién de la inclina-
cién o de la normal:

o
mﬁ |
W'l

R
]

4 a

hgl
|

Ms
=
®
Ns MMU’
A | -=
il
s Zilil
‘%
Fig. 6.31

Qs = Vs cos ; Ns = Vgsen o

Desde el punto de vista del equilibrio estdtico cabe observar que la forma curva de esta estructura
no es el distintivo primordial ya que, no obstante ella, en parte se comporta como una viga de eje
recto.- En cambio, si modificamos la direccion del apoyo movil, aparecen reacciones oblicuas
en los apoyos aunque las cargas sean verticales.- Esto se muestra en el grafico inferior y cons-
tituye la caracteristica de los “arcos”: la componente horizontal de las reacciones se designa em-
puje del arco.-
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6.8.2.- VIGAS DE EJE INCLINADO CON CARGA VERTICAL DISTRIBUIDA.-

Consideremos una viga rectilinea de eje inclinado un dngulo o respecto a la horizontal; sobre ella
actuda, distribuida en toda su longitud una carga vertical de resultante P, figura 6.32.- Sea en pri-
mer término que la intensidad de carga “p” se exprese en kilogramos por metro lineal medido
en proyeccion horizontal .- Sera:

[P [
- B
A \/( 1 ;
A Mmax
Ms
i
Ns | |
\@ I
oy ﬁ
©
Qs —
Fig. 6.32
2 2
P=pL A:p'_L:B Mg:p._L.x_& MmaX:P'L
2 ) 2 2 8

Se observa que las reacciones y momentos flectores son iguales a los de una viga recta horizontal
de igual luz L entre apoyos.- Los esfuerzos de corte y normales se obtienen proyectando los es-
fuerzos verticales sobre el plano de la seccion transversal y su normal en forma igual a la hecha
en las vigas de eje curvo:

Vs=A-px Qs = Vg cos a Ns = Vg sen o
Donde V; es la proyeccién sobre un plano vertical de todas las fuerzas externas ubicadas a la
izquierda de la seccioén considerada: representaria el esfuerzo de corte en la viga horizontal.- Los
diagramas de esfuerzos de corte y normal para la viga inclinada varian linealmente respecto a x;

sus ordenadas extremas valen:

Qa=Acos Na=-Asen o Qg =-Bcosa Nz =B sen o
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Si se expresa ahora la resultante P de la carga distribuida en toda la viga utilizando la intensi-
dad p’ de carga por unidad de longitud del eje, figura 6.33. ; llamando “s” la longitud AB del
eje, se tiene:

L =s cosa

P=p’s=p.L

s L
pP=p — =pcos
S

p.s pcosaa L  pL

A=B = — = ‘
2 2 coso. 2 Fig. 6.33

p.s.L p.s.L _ p.cosoc.L2 B p.L2
4 8 8cosal 8

Mmax =

Finalmente la carga distribuida vertical de resultante P podemos expresarla por dos compo-
nentes segtin la direccion tangente al plano de una seccion transversal cualquiera, Py, y se-
gin la normal a dicho plano, Py , figura 6.34.- Sélo origina momento flector la componente
transversal al eje; la carga unitaria p” tangencial al plano de la seccion vale:

De lo expuesto se concluye que sea cual fuese la forma en que se exprese la carga distribuida no
varia el diagrama de momentos.- Observemos que en el dltimo caso han cambiado las reacciones,
lo que obedece exclusivamente al cambio de direccién del apoyo mévil en B.-
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6.8.3.- VIGA DE EJE INCLINADO CON CARGAS CONCENTRADAS.-

En general resulta conveniente expresar las fuerzas externas en funcién de sus componentes tan-
gencial y normal al plano de la seccién transversal y trazar (si operamos graficamente) el funicu-
lar de las componentes tangenciales que son las que producen momento de flexion.-

Se ha construido el poligono de fuerzas activas, F, , F, , F5, y con polo O se ha trazado un funi-
cular auxiliar con el que se determinan las reacciones A y B.- Obsérvese que este poligono funi-
cular, es practicamente inttil para los diagramas de momentos flectores ya que, la direccién de la
resultante izquierda varia entre punto de aplicacién y punto de aplicacién de las fuerzas exter-
nas.- Ha sido trazado no sélo para destacar lo dicho, sino para obtener la posicién del polo O’ de
forma tal que la linea de cierre del diagrama de momentos resulte paralela al eje de la viga.-

\%\\““l\\\l\\

\‘\\\
e

o T

Se proyecta el poligono de fuerzas sobre las direcciones tangente y normal a las secciones y con
estas proyecciones se trazan todos los diagramas en la forma conocida.- Estas proyecciones per-
miten determinar las reacciones en funciéon de sus componentes tangencial y normal.- Podria
haberse prescindido del funicular auxiliar con la diferencia que la linea de cierre no seria paralela
al eje de la viga.-
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6.8.4.- VIGA DE EJE INCLINADO CON CARGAS CONCENTRADAS Y DISTRIBUIDAS.-

Sea figura 6.36, una viga simplemente apoyada de eje inclinado o grados respecto a la direc-

cién horizontal cuyo apoyo mévil no coincide con esta tultima.- Estd solicitada por una carga
vertical concentrada en un punto cualquiera A, ; actiia ademads el peso propio de la viga expresa-
do por una carga de intensidad “ g ““ kilogramos por metro de longitud de viga.- Tomando la recta
de accién de F, como divisoria de cargas, se obtienen las resultantes parciales P; y P5 de la carga
distribuida cuyas rectas de accidén cortan el eje de la viga en los puntos A; y Aj .- Se expresan las
fuerzas exteriores en funcidn de sus componentes rectangulares X e Y tomando como eje de abs-
cisas al eje de la viga con origen en el apoyo izquierdo A : las componentes X resultan normales
al plano de la seccidn transversal y las componentes Y tangenciales al mismo.- Se expone a con-
tinuacidn el desarrollo de la secuencia del cdlculo cuyos fundamentos han sido ya explicados.-

Cargas distribuidas.-

g (kg/m) carga vertical por unidad de longitud de viga.-
p = gcos o carga transversal por unidad de longitud de viga.-
p’ = gsen o carga axial por unidad de longitud de viga.-

P, = ga  de componentes: X; =Pycos(90- o) = Pysen = gaseno= p’a
Y, =Pisen(90-0a) = Picosat = gacoso = pa

P; =gb de componentes: X3=P3c08(90- a0) = P3sena = gbseno = p’b
Y;=Ps;sen(90- o) = Pscosa = gbcosau = pb
Carga concentrada .-

F, cos(90-a )
F, sen (90- )

F, sen o
F, cos o

F, de componentes : Xa
Y,

Reacciones.- Observando el diagrama de cuerpo libre se establece:

+d Y Mg =0 despejando se obtiene Y, ydeésta: A=Y, / senP  ; Xa=Ya / tgP
+d Y Ma =0 despejando se obtiene Yp
+— Y X =0 despejando se obtiene Xp

Momentos flectores.- Sélo producen momento flector las componentes Y de las fuerzas exterio-
res ya que las X tienen por recta de accién el eje de la viga , lugar geométrico de los baricentros
de las secciones transversales ; se tendra entonces:
MA = O
En cualquier seccién de abscisa x comprendida entre A 'y A, se tiene:
Myx = Yax - px*/2
Si la seccién tiene por abscisa X = a:

M2 YAa-pa2/2

Para una seccion de abscisa x comprendida entre A, y B:
My = Yax-px/2-Y,(x-a) = Yg(s-x)-p(s-x)/2

La primera igualdad resulta de tomar las fuerzas situadas a la izquierda de la seccién y la segun-
da tomando las fuerzas de la derecha.-
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Finalmente, si X = s resulta:
MB = 0

lo que es evidente por no haber fuerzas a la derecha del punto B, ni par concentrado en él.-

4

e G

—

Fig. 6.36

Esfuerzos de corte.-
Qa=Ya

Para un punto de abscisa x ubicado entre Ay A, :
Qx = Ya - px
Para una seccién infinitamente préxima a la izquierda de A; :
QZizq =Ys-pa
En una seccién infinitamente préxima a la derecha de A, :

Quier = Qaigg - Y2
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Para un punto ubicado entre A, y B

Qx = Quer - p(x-2a) = '{YB - P(S'X)}

La primera ecuacién resulta de tomar las fuerzas de la izquierda de la seccién y la segunda to-
mando las fuerzas de su derecha.-

QBizq = - YB
QBder =0

Esfuerzos normales.-
Na =-Xa

Para una seccién ubicadaentre A 'y A;:
Nx=-Xa + p’x
Infinitamente préximo a la izquierda de A,
Noi,g = -Xa + pa
Inmediatamente a la derecha de A;:

Noger = Nojgg + Xs
Entre A, yB

Nx = Nyger + p’(x-a) = X - p (s-X)

La primer igualdad se obtiene considerando las fuerzas de la izquierda de la seccién y la segunda
de su derecha.-

N Bizq = XB

Ngger = 0
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CAPITULO 7

ANALISIS DE PORTICOS Y ARCOS

7.1.- PORTICOS: DEFINICIONES Y FORMAS TIPICAS.-

Designaremos bajo el nombre de pérticos de alma llena a estructuras constituidas por piezas
prismadticas, generalmente rectas, que se enlazan entre si en nudos rigidos.- Los elementos verti-
cales o muy inclinados se llaman pilares o columnas y los horizontales o tendidos vigas o dinte-
les.-

Por accién de las cargas los elementos de los pérticos se encuentran solicitados por fuerzas que,
en general, originan momento flector, esfuerzo de corte y fuerza axial.-

El eje del portico es el lugar geométrico de los baricentros de las sucesivas secciones transversales
del mismo.- Los materiales empleados para la construccién de pérticos son el hormigén armado y
el acero.-

Los pérticos pueden ser isostiticos o hiperestdticos segin que el niimero de vinculos simples a
tierra sea igual o mayor que los grados de libertad que posea; los vinculos superabundantes pue-
den ser internos o externos.-

Se los distingue ademds por el nimero de pilares que lo constituyan: si tiene dos columnas se lo
designa pértico simple; si posee tres, cuatro o mds serd doble, triple o miiltiple en general.-

Pueden también desarrollarse en una sola planta o piso o en varios pisos.-

7.1.1..- PORTICOS ISOSTATICOS.- ( Figura7.1.)

77,

7 YV 7. 777 7. 7 7777
Portico simple Portico simple Semiportico Simple Triarti-
ortogonal, arti- oblicuo con vo- articulado y culado ortogonal
culado y opoyaco ladizo, articulo- apoyado

do y apoyado
7 777 é;> 77 777, 7.
Portico simple Portico simple Portico doble ortogonal
triar ticulado de atirantado

dos vertientes

Fig. 7.1
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7.1.2.- PORTICOS HIPERESTATICOS.- (Figura7.2.)

HeRy

Portico simple Portico triple articulado con columnas
bior ticulacdo externas pendulares
4 7. bed bed . ke
Portico simple portico triple articulado Portica de Pisos
empotraco
Fig. 7.2

7.2.- ANALISIS DE PORTICOS ISOSTATICOS DE ALMA LLENA.-

Consiste en la determinacién de las reacciones de vinculos y el trazado de los diagramas de es-
fuerzos internos.- Se pueden aplicar distintos procedimientos:

Método grafo-analitico, que consiste en determinar analiticamente los valores de los esfuerzos
internos en secciones correspondientes a puntos singulares del pértico y, luego de representa-
dos, completar el trazado de los diagramas con procedimientos graficos o grafo-analiticos.-
Meétodo grafico, consistente en la descomposicién grifica de las fuerzas actuantes en cada
tramo del pértico en dos componentes, una tangente y otra normal al plano de las secciones de
ese tramo.- Con estas componentes se trazan, para cada tramo, los diagramas Q y N; un funi-
cular de las componentes tangenciales permite el trazado del diagrama M.-

Meétodo analitico por puntos, que consiste en calcular numéricamente el valor del esfuerzo
interno que se considera en una serie suficiente de secciones convenientemente elegidas tanto
en posicién como en nimero.- Se representan dichos valores mediante ordenadas orientadas y
paralelas a las correspondientes secciones, uniendo sus extremos mediante una curva continua
que, referida al eje de la estructura nos da el diagrama buscado.-

Consideraremos solo porticos simples isostdticos.- Para establecer las convenciones relativas a los
signos de cada uno de los esfuerzos internos se supone al observador ubicado en el centro del
poértico, mirando sucesivamente a cada uno de los tramos, figura 7.3.-

z Sea el pértico ABCD ubicado en el plano “xy”, y
el observador “parado” en su centro segin “z”.-
Mirando al pilar AB del pértico tiene el extremo
inferior A ubicado a su izquierda, y el extremo
superior B a su derecha; observando la viga BC, a
su izquierda se ubica el extremo B y a su derecha
el C ; finalmente si mira al pilar CD queda el

extremo superior C a su izquierda y el inferior D

a su derecha.-

Si el pértico fuese doble o multiple en general, la
posicién descripta del observador es vdlida para

Fig. 7.3

analizar el pilar izquierdo AB y la viga superior BC; se desplaza luego el observador hacia la
derecha ubicdndose en el centro del tramo adyacente de la estructura y analiza el ahora pilar
izquierdo DC y la viga superior correspondiente; continda asi sucesivamente hasta el dltimo tra-
mo de la estructura; la dltima columna se considera en la forma explicada para el pilar CD en el
parrafo anterior.-
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Fijada de este modo la posicién del observador, son vélidas las mismas convenciones de signo

establecidas para las vigas, con lo que resultarén:

e Momentos flectores positivos los originados por fuerzas exteriores que produzcan traccién o
alargamiento en las fibras interiores del pdrtico, y negativos cuando resulten traccionadas las
fibras del borde exterior.- Se suele puntear la cara o borde donde se encuentran las fibras que
resultan traccionadas por momentos flectores que convenimos como positivos.-

¢ Esfuerzos cortantes positivos los originados por fuerzas externas tales que tienden a cortar
la viga o pilar en la seccién considerada llevando hacia fuera del pértico la parte izquierda y
hacia dentro la derecha.- En cambio si la parte que queda a la derecha de la seccién conside-
rada tiende a salir del pértico por la accién de las fuerzas externas, el esfuerzo de corte es ne-
gativo.- Esto es 1o mismo que establecer como positivo el esfuerzo cortante cuando la suma de
las componentes tangenciales de todas las fuerzas izquierdas estd dirigida hacia fuera del pér-
tico, y las componentes derechas hacia dentro.- En caso contrario el esfuerzo tangencial es
negativo.-

¢ Esfuerzos normales positivos los originados por la componente axial de la suma de las fuer-
zas externas actuantes a uno u otro lado de la seccién considerada cuando producen alarga-
miento o traccidn, y negativos si producen acortamiento o compresion.-

7.2.1.- ANALISIS DE UN TRAMO RECTILINEO AISLADO.-

Sea el portico oblicuo de la figura 7.4.a) y separemos
el tramo de viga comprendido entre las secciones sg-
So ¥ sy-Sy (infinitamente préximas a los nudos adya-
centes) sobre el que actia un sistema cualquiera de
fuerzas que supondremos concentradas y verticales.-
Equilibramos ﬁl s E s E aplicando en Jj la resul-
tante R; de las fuerzas externas izquierdas, y en J, la
resultante Ry de las fuerzas externas derechas.-

Para trazar su diagrama de cuerpo libre, figura
7.4.b), necesitamos poner en evidencia los esfuerzos
internos en las secciones de corte sy-Sg, situada a la
izquierda del tramo, y sy-Sy, a su derecha.- En la
primera de ellas los esfuerzos internos que debemos
evidenciar corresponden a las componentes baricén- Fig. /.40

tricas de la solicitacion izquierda R; que designamos

My, Qo y Ny cuyos valores han sido obtenidos en el tramo anterior al que se considera, en este
caso la columna izquierda.- En la seccién s, —s, actda la resultante ﬁd de las fuerzas aplicadas a
la derecha de la misma.- Las componentes baricéntricas de esta resultante las designamos —M, , -
Q. , -N, ya que tienen sentidos opuestos a los que por convencién se ha definido como esfuerzos
internos M, , Q, , N, ; por el momento no conocemos sus intensidades ni sus signos, los indica-
dos son supuestos.- Se completa el D.C.L. colocando las cargas F;, F,, F5, y las medidas lineales y
angulares requeridas para establecer los diversos esfuerzos internos.-

Trazado el D.C.L. se proyectan las fuerzas actuantes sobre una paralela y una normal al eje del
tramo.- Con las componentes tangenciales al plano de las secciones se construye el poligono de
fuerzas activas que cierra con -Qv y Q.- Se toma el polo O sobre la paralela al eje de la pieza en
correspondencia con el origen de la primer fuerza de la izquierda, Qo, para que el funicular quede
referido a una recta paralela al eje de la viga, Jy’Jy’.- En su extremo izquierdo y a partir de ella se
toma en escala y signo el momento M, por cuyo extremo se inicia el trazado del primer lado I del
funicular.- La ordenada resultante entre el lado V y la recta de referencia (paralelas) representa el
momento My que cierra el diagrama de momentos.-

Con las componentes tangenciales y normales al plano de la seccién considerada, Fr y Fy, se
construyen los diagramas de Q y de N en la forma desarrollada en el capitulo anterior.-
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Fig. 7.4

Analiticamente se comienza proyectando las fuerzas sobre el plano de las secciones transversales
y sobre su normal que coincide con el eje del pértico por tratarse de un tramo recto; los esfuerzos
internos quedan dados por las siguientes expresiones:

Qi =Qo+Fir N; =N+ Fin M, =My + Qg . Asq.;
Q:=Q; +Fyr N, =N; + Fon M, =M, +Q, . As;»
Q3=Qy+Fsr N3 =N + Fiy M;=M,+Q, . Asy3

En las cuales los esfuerzos internos y componentes de fuerzas externas deben tomarse con el
signo que poseen y en donde Q; y N; representan esfuerzos internos en una seccién situada inme-
diatamente a la derecha del punto J; .- Las longitudes As;; corresponden a los tramos de viga
comprendidos entre fuerzas transversales consecutivas.-

Si en lugar de cargas concentradas actian fuerzas distribuidas, figura 7.5, el poligono funicular se
transforma en curva funicular y su trazado se efectda por los procedimientos conocidos.- Analiti-
camente si s-s es una seccion transversal intermedia, la resultante de las cargas que actdan entre
ella y el extremo izquierdo J, valdra :

S
Ps = J.p.ds
0

Donde p es la intensidad de carga por unidad de longitud del eje de la viga, el peso propio por
ejemplo.- Sus componentes normal y transversal son :

S S
Psny =sen o J.p.ds y Pgr = cosal jp.ds
0 0

Los esfuerzos normal y tangencial en la seccién s-s serdn:
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S S
Ns =Ny + sen o J.p.ds Qs =Qp+ cos o J.p.ds
0 0

j—— X T

Fig. 7.5

Ambos esfuerzos son funciones integrales del diagrama de carga.- E1 momento flector valdra :

S
MS = MO + Qo 'ASO-S + PS Xc = MO + Qo .ASO_S + Xc J.pdS
0

En esta expresién el momento correspondiente a cada término debe tomarse con su signo.- Los
segmentos Asgs Y Xc son los brazos de las fuerzas Q, y de Ps ; C es el baricentro del diagrama
parcial de cargas comprendido entre el extremo izquierdo J, y la seccién s-s.- E1l momento de Pg
puede tomarse en funcién de su componente transversal Psy y su brazo de palanca respecto a la
seccion s-s : Xc / cos O.-

Como en el caso de las vigas el momento flector es funcién integral del esfuerzo cortante e inte-
gral segunda de la intensidad de carga.-

7.2.2.- PORTICO SIMPLE : RESOLUCION GRAFICA.-

Sea el pértico isostdtico de la figura 7.6.- Se quiere trazar los diagramas de esfuerzos internos
originados por el sistema de cargas indicado.-

Se construye el poligono de fuerzas activas El s E ; con polo O se traza un funicular ( I-II-1IT )

que pase por A, y cuya linea de cierre permite determinar las reacciones A y D.- Queda deter-

minado el poligono de fuerzas A, P/, P,, Den equilibrio y ordenado de izquierda a dere-

cha.- Las componentes tangenciales a las secciones transversales de cada uno de los tramos se

proyectan en el orden indicado: arriba del poligono de fuerzas, Ax que actia en el pilar AB; a la

derecha, Ay y P, que actian sobre la viga BC y abajo P, que actua sobre el pilar CD ; la reaccién
D no tiene componente transversal al pilar CD sobre el que estd aplicada.-

Para trazar el diagrama de momentos flectores se construye - para cada uno de los tramos rectos
del pértico - un funicular de las componentes transversales de las fuerzas que actdan en el tramo
considerado.- Para facilitar la comprensién del procedimiento constructivo, en el poligono de
fuerzas transversales correspondiente a cada uno de los tramos se pone en evidencia la compo-
nente tangencial de la resultante de las fuerzas externas derechas, igual y de sentido contrario al
esfuerzo de corte en el extremo derecho, que cierra el poligono de fuerzas externas tal como se
hiciera en andlisis del tramo aislado.- Comprendido el procedimiento se puede operar sélo con las
componentes transversales de las fuerzas externas prescindiendo de las internas.-
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Se trabaja de izquierda a derecha comenzando por el pilar AB; sobre €l actda la reaccién A cuya
proyeccién tangencial es Ax.- Se construye el poligono de fuerzas transversales Ax, - Qg (con
uno o dos apdstrofos se diferencian los esfuerzos internos en las secciones ubicadas inmediata-
mente a la izquierda o derecha del punto indicado por el subindice).- Se adopta un polo O’ tal
que se ubique sobre la recta paralela al eje de la columna pasante por el origen de la primer fuer-
za izquierda, Ay, del poligono de fuerzas transversales.- El polo debe elegirse de forma tal que
al construir el poligono funicular, los momentos positivos queden trazados del lado de las fibras
traccionadas.- Para ello, parado el observador frente al extremo de la fuerza externa KX debe
ubicar el polo a su derecha a una distancia polar “h”.- De acuerdo a esto se adopta el polo O’ y se
trazan los rayos polares L.C. y 1 de la fuerza A,.-

Para construir el funicular se reproduce el eje del pértico, ABCD, que se toma de referencia para
el trazado del diagrama de momentos flectores.- Por A se trazan las paralelas al lado L.C. (coin-
cidente con el eje AB del tramo) y al lado 1 (recta ABj) que constituye el diagrama de momentos
flectores del pilar izquierdo.- La ordenada BB, representa el momento Mg en la cabeza del pilar
(extremo superior) que es el mismo que solicita el extremo izquierdo de la viga ; se rebate sobre
la normal , BB, , al eje de la viga y a partir de B, se trazard la curva funicular de la carga que
actda sobre ella que quedard referida al eje, BC.-
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Sobre la viga BC actia la carga distribuida de resultante P, perpendicular al eje, que se proyecta
en toda su magnitud sobre una paralela al plano de las secciones transversales; se proyecta ade-
mds el origen de A quedando definida la componente Ay = Qg”, esfuerzo de corte en el extremo
izquierdo de la viga.- Se adopta el polo O” a la derecha de P, , a la distancia “h” y en correspon-
dencia con el origen de la primer fuerza A de la izquierda del poligono general de fuerzas ,
coincidente con el origen de la primer fuerza del tramo considerado Qg” .- Se traza el funicular
de P,:BJ-JC, que constituyen las tangentes extremas en B; y en Cy a la curva funicular de la
carga distribuida que , por ser variable linealmente, serd una pardbola ctbica cuyo trazado cono-
cemos y para la cual se ha determinado una tangente intermedia.- La ordenada CC, constituye el
momento Mc en el extremo derecho de la viga , que rebatimos sobre la normal CC, al pilar dere-
cho ya que , siendo C punto comun a la viga y al pilar, el momento flector es el mismo.-

Sobre el pilar CD, considerado aislado del resto del poértico, actian transversalmente el esfuerzo
Qc¢” en su extremo izquierdo C vy la fuerza distribuida de resultante E ; se adopta el polo O’ a
la derecha de P, situado el observador en el extremo de ésta mirando hacia su origen, y sobre la
normal pasante por el origen de la primer fuerza izquierda Q¢” a una distancia polar “h”.- Obsér-
vese que el origen de la primer fuerza Q¢”, coincide con el extremo de la dltima fuerza activa P, ,
y que el polo O’ puede tomarse directamente sobre la normal al extremo de la dltima fuerza
como se hizo en los voladizos derechos de las vigas.- Se trazan los rayos polares L.C.-1 y su funi-
cular a partir de C; que determina las tangentes extremas a la curva funicular de la carga de
intensidad “p” constante que, como se sabe, es una pardbola de segundo grado de trazado conoci-
do.-

En el extremo D (pie del pilar o columna), el momento es conocido e igual a cero, Mp = 0.- Por lo
tanto no es necesario el conocimiento de la ordenada CC; = M¢ para el trazado del funicular, ya
que se puede iniciar con el dltimo lado pasante por D hasta interceptar la recta de accién de la
resultante P,. Luego el lado I hasta la recta de accién de Q¢” en C;: la ordenada CC, determina
Mc , que debe coincidir con el obtenido para el extremo derecho de la viga.-

Como se dijo anteriormente, las componentes normales y transversales a cada tramo se obtienen
graficamente proyectando el poligono de fuerzas externas A - P, - P, - D.- Con estas compo-
nente , los diagramas de esfuerzos normales N , y de esfuerzos tangenciales Q, se realizan tramo
a tramo en forma similar a la utilizada en las vigas teniendo presente las convenciones de signos
y ubicacion del observador dadas en el apartado 7.2.-

7.2.3.- PORTICO SIMPLE: RESOLUCION GRAFO-NUMERICA.-

Este método consiste en determinar analiticamente los valores de los esfuerzos internos en sec-
ciones correspondientes a puntos singulares del pértico y, luego de graficarlos refiriéndolos al eje
del pértico, completar el trazado de los diagramas utilizando los procedimientos vistos para las
vigas.-

Entendemos por puntos singulares todos aquéllos para los cuales alguna de las funciones M, Q,
N, presentan alguna particularidad en su geometria o en su sistema de cargas, tales como: los
nudos, las articulaciones, los apoyos, los puntos de aplicacién de fuerzas o pares concentrados, o
aquéllos en los cuales varia la ley px = f(x) que define la distribucién de la carga.-

A continuacidn se desarrolla un ejemplo, figura 7.7, primero en forma analitica y numérica des-
pués, trazdndose los diagramas de esfuerzos internos en figura 7.8.-

En primer término se determinan las resultantes de las cargas distribuidas y las reacciones de
vinculos externos; conviene antes de avanzar el célculo, verificar los valores obtenidos para éstas
recurriendo a una ecuacién de equilibrio no utilizada en su determinacion.-

Se prosigue calculando los esfuerzos internos en los puntos singulares, tramo a tramo, y de iz-
quierda a derecha.- Para ordenar la secuencia operativa pueden armarse cuadros similares a los
que se presentan a continuacion.-
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y
T Determinacion de reacciones (figura 7.7) :

Pl=%pA(YB'YA)

P,=p(xc-xg)
P;=p(Xxp-Xxc)

ZMA P YB—Ya +P, Xc+Xp n
3 2

XD + XC _
2
Despejando se obtiene Rg, .-

+

+P RE(xE—xA)zO

B +—> ZX = PI-A)(:O S AX=P1
A, e +T LY = Ay-P,-Py+Ry=0
Fig. /7.7
S . AY=P2+P3-RE

Determinacion de esfuerzos internos en puntos singulares (figura 7.8):

TRAMO 0 N M

PILAR AB Qa=Ax Na=-Ay Ma=0

M’g = % P, (YB 'YA)

VIGA BC QB”= AY COos o NB”= - AY sen o MB”= % P1 (yB -Ya ) = MB’
Qc’=Ay cos 0-P; cos o | N¢’=-Ay seno+P, sena

Qg’=Ax-P =0 Np’=- Ay M’ = Ax (Y8 -Ya ) - % P (ys -ya)

cosa

VOLADIZO | Q¢’=P; cos a N”c =-P5 sen o Mc’=-%2 P3 (Xp -Xc )
CD Qo=0 Np =0 Mp =0
PILAR CE Qc¢’”’=- Rg sen o N¢’”’= - Rg cos o Mc’=Rg (Xg - X¢ )
Qg =-Rgsen o Nk = - Rg cos o Mg =0

ﬁé;;/ T

Fig. 7.8

Los diagramas estdn referidos al eje del pdrtico, figura 7.8. , y se obtienen representando a escala
los valores calculados en los puntos singulares.- Realizado esto se completan los diagramas en la
forma vista para un tramo aislado, grifica o analiticamente, en funcién del tipo de carga que
actda en el tramo considerado.- En particular, para los momentos flectores, figura 7.9, se “cuel-
ga” la curva o poligono funicular correspondiente a la carga del tramo de los valores obtenidos
para los momentos en los puntos extremos.- La determinacion de la posicién y valor del maximo
y minimo momento se hace estableciendo el punto donde el esfuerzo de corte se anula.- Si el
cambio de signo de Q es en correspondencia con una carga concentrada el problema es de solu-
cién sencilla, en cambio si ello ocurre en correspondencia de una carga distribuida serd necesario
igualar a cero la ley de variacién de Qs para el tramo considerado, apartado 7.2.1. :
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Sq
Qs =Qp+ cos o jp.ds =0
0
El valor s, que satisface la anterior se introduce en :

So
Mmax = MSO = MO + Qo So + Xc jpds

0
Pero antes de proceder al trazado de estos diagramas, conviene verificar los resultados obtenidos
para los valores de los esfuerzos internos en puntos singulares.- Para ello se aisla un nudo, C en
nuestro caso, y se traza su diagrama de cuerpo libre referido a un par de ejes ortogonales con
origen en él, “u” y “v”, que pueden o no ser paralelos a “x” e “y”, figura 7.9.- Se plantean las
siguientes ecuaciones de equilibrio en donde con uno, dos o tres apdstrofos se indica el esfuerzo
interno inmediatamente a la izquierda, derecha o abajo del punto C considerado:

+4 X Mc=Mc + (M) + (M) =0
+T  LF=Q¢ +(-Q) + |-(Ne | =0
+— YF=IN| + [N | + Q) =0

2
BB =5 RYp Vs>

Fig. 7.9

\
Volcar los signos y valores obtenidos en el calculo presenta algunas dificultades debidas a que: 1)
Los signos obtenidos corresponden a los esfuerzos que actiian en las caras derechas de los cortes
efectuados para aislar los nudos; en las caras izquierdas los sentidos son opuestos.- 2) Para los
esfuerzos axiales se ha convenido como positivos los que producen traccién segin la direccién
normal a la seccién considerada sin vincularlos al sentido de las ramas positivas de los ejes.-

Esto se puede solucionar del siguiente modo: a) Los momentos flectores y esfuerzos de corte que
actdan en las caras derechas de los cortes se introducen en las ecuaciones con su signo y con
signo cambiado los que actian en las caras izquierdas, lo que ha sido expresado en las ecuaciones
encerrdandolos entre paréntesis con signo negativo.- Los esfuerzos normales se vuelcan al D.C.L.
en cada seccion de corte alejandose del punto C o acercandose a él, seglin que sean de traccién o
compresion; luego se suman o restan sus valores absolutos segiin que coincidan o no con la rama
positiva del eje de proyeccion.- En las ecuaciones estos esfuerzos se han encerrado en barras.-

b) Como complemento, se vuelcan los valores y signos de cdlculo al D.C.L. superando, para cada
esfuerzo y seccién de corte, una a una la respectica dificultad: luego, con los sentidos volcados al
D.C.L. (figura 7.9) se efectian las sumatorias de los valores absolutos de célculo, figura 7.9.b.-
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Aplicaciéon numérica: Datos

Punto x y cargas Func. trigonométricas

A 0,00 m | 0,00 m a=17° 10

B 0,00m | 3,00 m p=1t/m

C 5,00m | 4,55 m sen o = (0,295

D 6,50m | 5,00 m | pa=L8t/m cos a = 0,955

E 6,41 m | 0,00 m tang o = 0,310
Pi=1%x18x300=27t. P,=1x5,00 =5,00t. P;=1x15=15t.
Re = Vg, x27x 3004+ 50x304 + 15x!b = 3
Ax=2,7t. Ay=50+1,5-3,72=278t.

Verificacion de reacciones: Mg = 2,78x6,41 + 2,7x1,00 - 5,0x3,91 - 1,5x0,66 = 0

Tramo Q N M
PILAR AB Qa=2,7t. Np=-2,78t. Mo=0
s =0 Np’ =-2,78 1. Mp’=2,7x3/3 = 2,7 tm.
VIGA BC Qp”=2,78x0,955 = 2,65 Np”=2,78x0,295 = - 0,82 Mp” =27

Qc’=2,65-5x0,955=- 2,13 [ N¢'=- 0,82 + 5x0,295=0,66 | M’=2,74+2,78x5-5x5/2= 4,1

VOLADIZO Qc’=1,5x0,955 = 1,43 N¢”’=- 1,5x0,295 = - 0,44 Mc’=- 1,5x1,5/2 =- 1,13

CD Qp=0 Np=0 Mp =0

PILAR CE | Q¢’’=-3,72x0,295=- 1,10 | N¢'’=-3,72x0,955 = -3,55 Mc’”=3,72x1,41 = 5,25

Qg=-1.10 Ng = - 3,55 Mg =0

Verificacién del nudo C : Figura 7.9 y 7.9-b
+d Y Mc=Mc + (-Mc”) + (-Mc*”) = 4,10 +1,13 -5,25 =0,02

+T Y Fr=0Q¢ + (-Qc”) + |- N1 =-2,13-1,43 + 3,55 = 0,01

+5Y Fy=INg| + N1+ (- Qe =-0,66- 0,44 + 1,10 =0 .
Fig. 9-b

7.2.4.- PORTICO TRIARTICULADO CARGADO CON PARES, (figuras 7.10y 7.11).-

B 71’]&/ C 7mf C
o
N NP,
D D Dy
A —
A ; - A A
D
L Dy
Ve
Fig. /.10
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+J YM™=m-Dxh=0 Dy = m/h
+J YMy=-m+mM+Dyx(Hh)-Dy.L=0 Dy =Dy (H-h)/L=m.(H-h)/ h.L
+—> Y X=Dx-Ax=0 Ax=Dx
+T YY=Dy-Ay=0 Ay =Dy
RRNCEINNN I

10 = o @ f°

I I |

e

]

Fig. 7.11
Tramo N Q M

AB NA=AY QA=AX MA=O
NB’= Ay QB’= AX MB’= AX H

BC Np”’= Ax Qp’=-Ay Mp”’= Ay .-H
Nc’: AX Qc’z -AY MC,= m

Db N¢’=-Dy Qc’=-Dx Mc’=m
ND = 'DY QD = -DX MD =0

Aca se repite lo indicado en la figura 6.30 pag. 188: en el centro C de la articulacién M¢ = 0.-

7.3.- ANALISIS DE ARCOS DE ALMA LLENA.-

Se designa con el nombre de arco a la estructura curva que, cargada verticalmente, origina
reacciones oblicuas en los apoyos ; las caracteristicas del arco se originan esencialmente en el
tipo de sustentacién que posea.- La forma no es el distintivo primordial ya que, como se dijo en el
apartado 6.8.1., una pieza curva con apoyo mdvil vertical se comporta, en sentido estitico en
cuanto al cdlculo de reacciones y momentos flectores, como una viga de eje recto.-

Los arcos pueden ser de alma llena o de celosia (o alma calada que son estructuras reticulares).-
Nos ocuparemos ahora de los primeros, en los cuales se define el eje o directriz del arco como el
lugar geométrico de los baricentros de las sucesivas secciones transversales de la estructura.-

En general las secciones transversales del arco estdn solicitadas a compresion, corte y flexion.-
Adecuando la directriz al tipo de carga se puede obtener que los momentos flectores y los es-
fuerzos cortantes sean pequefios e incluso, al menos tedricamente, nulos.- Esta caracteristica
permitié la construccién de estructuras que salvasen grandes vanos con elementos mampuestos
(piedras, ladrillos), en épocas que se desconocian las técnicas que han permitido el uso del acero
en la construccién moderna.-
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Los arcos pueden estar isostdtica o hiperestaticamente sustentados segiin que posean igual o ma-
yor nimero de vinculos simples (cinemdticamente eficientes) que grados de libertad, e incluso
aunque los vinculos externos sean los necesarios, puede haber vinculos internos superabundan-
tes.- Algunos de estos arcos se representan en la figura 7.12., esquematizandose las reacciones
que aparecen en los vinculos a tierra, agregdndose las designaciones de algunos de sus pardme-
tros geométricos.-

ARCOS ISOSTATICOS

i i
AN A ’
ITRIARTICULADDT

SIMPLEMENTE APOYADO TRIARTICULADO ATIRANTADO

-~
ARCOS HIPERESTATICOS

7.

/A/ ’ B A B /A/ B
BIARTICULADO TMIRANTADD 1 EMPOTRADO - APOYADD

DOBLEMENTE EMPOTRADD DOBLEMENTE EMPOTRADO CANTILEVER
ARTICULACION EN LA CLAVE

DESIGNACIONES

y B arranques del arco
clove del arco

Fig. 7.12

El estudio de los arcos se puede efectuar mediante el trazado de la curva de presiones o por méto-
dos analiticos.-

7.3.1.- CURVA DE PRESIONES.-

Sea un arco triarticulado con articulacién en la clave C, apoyos fijos en A y B, y cargas concen-
tradas como se indica en la figura 7.13.- La determinacién de las reacciones de apoyo Ay B
puede efectuarse por cualquiera de los métodos vistos, como ser el siguiente: con polos O’ y O” se
construyen dos funiculares auxiliares que permiten determinar las resultantes parciales
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E’= E1+ ﬁz y E”= E3+ E4+ ES

correspondientes a las cargas que actian a uno y otro lado de la articulacién intermedia C, que
vamos a suponer actien separadamente, una primero y la otra después, para sumar luego sus
efectos.-

Fig. 713

Si se considera que el arco estd sometido a la acci6n tnica de R’ se originarian en los apoyos las
reacciones B’ (segtin la direccién de BC) y A (segtin la direccién LA) , cuyas intensidades se
obtienen en el poligono de fuerzas.- Considerando luego que sélo incide sobre el arco la resul-
tante parcial R”, se originarian las reacciones A” (segin la direccion AC) y B” (segin la
direccién HB).- Determinadas sus intensidades en el poligono de fuerzas, se obtienen las reaccio-
nes totales componiendo:

A=A+ Ay  B=B+ B

Ay B determinan el vértice O del poligono cerrado que forman las fuerzas externas al arco.-

Segtin se dijo en el apartado 3.2.1.3. , las reacciones A y B quedaban dadas por el primero y
ultimo rayos polares cuando el polo correspondia al funicular pasante por A, B, y C.- Inversa-
mente, conocidas A y B, el vértice O por ellas determinado serd el polo del funicular I, II,
III, 1V, V, VI, pasante por las articulaciones del arco.- En la fig. 7.13, el lado I pasa por el apo-
yo A y es la recta de accién de A; los lados IT y V han quedado superpuestos con el eje del arco;
el lado III, pasante por C es la recta de accién de Ry y el lado VI es la recta de accién de B.-

Un lado cualquiera de este poligono es la recta de accién de la resultante de todas las fuerzas
izquierdas que preceden a este lado, incluida la reacciéon A, y la intensidad queda dada por el
rayo polar correspondiente del poligono de fuerzas.- Es decir que:

e El lado I (recta de accién) y el rayo 1 (intensidad) determinan, EI = A , la resultante de las
fuerzas ubicadas a la izquierda del punto J; de aplicacién de F, .-

e El lado II (recta de accién) y el rayo 2 (intensidad) determinan ﬁn = A+ ﬁl , resultante de
todas las fuerzas ubicadas a la izquierda del punto J, de aplicacién de F, .-

e El lado III (recta de accién) y el rayo 3 (intensidad) determinan Ru= A+F + F,resul-
tante de las fuerzas situadas a izquierda del punto J; de aplicacién de F; .-

e El lado IV (recta de accién) y el rayo 4 (intensidad) determinan Rv=A+F +F + F,
resultante de todas las fuerzas ubicadas a la izquierda del punto J, de aplicacién de F, .-

e ... yasi sucesivamente para el resto de los lados del funicular y sus respectivos rayos polares.-
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Este poligono de resultantes sucesivas se designa poligono de presiones o curva de presiones si
las cargas son distribuidas.-

Como la resultante de las fuerzas situadas a la izquierda de una seccién define los esfuerzos in-
ternos en ella, el poligono (o la curva) de presiones permite determinar rapidamente dichos es-
fuerzos en una seccién cualquiera del arco.- Consideremos, figuras 7.13. y 7.14., una seccidn s-s
entre J, y J; .- La resultante de las fuerzas actuantes a la izquierda de esta seccién tendrd por recta
de accion el lado III del funicular y su intensidad queda determinada por el rayo polar 3: es decir
conocemos la resultante izquierda :

Em= K+ ﬁ] + ﬁz

Si descomponemos este vector (figura 7.13.) seglin una normal y una paralela al plano de la sec-
cién tendremos el esfuerzo normal Ng y el esfuerzo cortante Qs que las cargas producen en la
seccidn.-

Fig. 7.14

Observando la figura 7.14 vemos que el momento flector queda dado por :
MS = Rm .e

donde e’ es la distancia del lado III del funicular al baricentro G de la seccién considerada.- La
recta de accién de la resultante izquierda corta al plano de la secciéon en un punto K llamado
centro de presion, situado a la distancia e, excentricidad, del baricentro G.- Obsérvese que €’ es
la proyeccién de e sobre el plano normal a la resultante izquierda.- De la figura 7.14. donde se
ha reducido Em al baricentro de la seccién, , se deduce que:

MS = Rm.e’ = NS . €

La curva de presiones nos da una imagen inmediata de las condiciones de solicitacion del
arco, que son tanto mejores cuanto mds cerca estd del eje del arco, ya que los valores de M
dependen de la distancia e’ entre ambas curvas.- Si la curva de presiones coincidiese con la
directriz del arco, todas las secciones del mismo estarian solicitadas solo por esfuerzo normal y
el material se utilizaria de la mejor forma posible.-

Para el arco simplemente apoyado, figura 7.12., la construccién de la curva de presiones difiere
s6lo en la determinacidn de las reacciones de apoyo; una de las direcciones de éstas queda deter-
minada por la direccién del apoyo mdvil; la direccidn de la otra reaccién estd fijada por la recta
que une la interseccién de la direccién del apoyo mévil con la resultante de las fuerzas activas, al
centro de la articulacién del apoyo fijo.-
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7.3.2.- ESTUDIO ANALITICO DE UN ARCO PARABOLICO.-

Sea un arco triarticulado, atirantado, de directriz parabdlica con un apoyo fijo en el extremo iz-
quierdo, una articulacién central en la clave y uno mévil horizontal en el derecho, figura 7.15,
sometido a una carga distribuida de intensidad constante p.- Establezcamos en primer término, la
ecuacién de la directriz del arco en funcién de su flecha y su luz.-

La ecuacién general de una pardbola de segundo grado de eje vertical referida a éste como eje de
ordenadas, y a un eje de abscisas tangente y horizontal trazado por la articulacién C coincidente
con el vértice, es:

n=k&

donde k es el pardmetro de la pardbola; su valor queda determinado sustituyendo en la ecuacién
general las coordenadas genéricas por las de un punto de posicién determinada como el B que
valen: Eg=L/2;mg=-f Setendra:

-f=kL*/4 k=-4f/L*

HInnnnnnne: Y 7

A0

147\‘/2%

wiE

Fia. 715
Si se refiere ahora el arco a un sistema de ejes X, y de origen en el extremo izquierdo A, se tiene:
x=&+L/2 E=x-L/2
y=n+f n=y-f

Sustituyendo en la ecuacién general los valores de k , &, 1 obtenidos:

Que constituye la ecuacién de la directriz buscada.-

Las reacciones externas se obtienen observando que, para las cargas actuantes, el conjunto arco-
tirante se comporta como una cadena cerrada de tres lados (admitida la rigidez del tirante), con
tres grados de libertad como si fuese una chapa rigida:

+J YMa=pLL/2-BL=0 - B=1plL

+T XYY =A-pL+%pL=0 - A=%pL
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Pasemos ahora a la determinacién de los esfuerzos internos, comenzando por el tirante.- La fun-
cién de este elemento estructural es absorber la componente horizontal H de la reaccién de apoyo
del arco, evitando que la misma incida sobre las columnas que sustentan el arco.- Esta compo-
nente horizontal H, llamada empuje del arco, origina traccién en el tirante cuando las cargas
provienen del peso de los cuerpos ; si el arco estuviese sometido a fuerzas verticales de abajo
hacia arriba ( accién del viento en ciertas circunstancias ) debe tenerse presente que el tirante
carece de capacidad para absorber esfuerzos de compresién que se presentan cuando sus extremos
Ay B tienden a acercarse.-

Tracemos el D.C.L. del medio arco CB, figura 7.16 ; se tiene:
+d YMc=Hf-%pL.L2 + YpL.L/4== Hf-pL*/8f
H=p.L*/8f (b)

Que nos determina el esfuerzo de traccion en el tirante.-

R
E

Fig. 7.16 Fig. /.17

Para establecer los esfuerzos internos en el arco tracemos, figura 7.17, su diagrama de cuerpo
libre poniendo en evidencia cargas, reacciones de apoyos y reaccion del tirante.- E1 momento
flector en la seccién s-s valdra:

Mg =% pLx-Hy-%px’

Sustituyendo los valores de y , H obtenidos se tiene :

Ms =Y%p.Lx- (p.I? /8f).(4%2).(x.L— x2)=Vapx’
Mg=%pLx-Y%pLx+Y¥%px -%px =0

MS=0

Que nos dice que el momento flector es nulo para cualquier seccion del arco coincidiendo, por
lo tanto, la curva de presiones con la directriz del arco puesto que, al ser el momento flector nulo
con la resultante izquierda distinta de cero, necesariamente la excentricidad serd igual a cero.-
Ademds, la mencionada resultante izquierda, por ser tangente a la curva funicular serd perpen-
dicular al plano de la seccion, y su proyeccion normal sobre dicho plano, el esfuerzo de corte,
serd nulo.- Analiticamente esta conclusion es inmediata ya que al ser Mg = 0 en toda la longitud
del arco, resulta:

Qs=(dMs/ds)=0
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El esfuerzo axial es de compresién y vale:

Ns= Rj,q=- (%2 p.L-p.x)sena-Hcosa

Tratdndose de una pardbola cuadratica resulta simple obtener Ng de la figura 7.18. donde se ha
descompuesto la resultante de las fuerzas que actian a la izquierda de la seccidn, Ezq , en dos
componentes : una vertical Vi,q = Y2 p.L - p.x ; y la otra horizontal H;,; = H.- Siendo la carga
vertical, la componente horizontal se mantiene constante para cualquier seccién del arco; sélo
varian, de una seccién a otra, la componente vertical Vi, y la inclinacién o de su normal (el eje
del arco) con la horizontal.- De dicha figura se tiene:

pL-px

1
2

Tig. 7.18

H pL/2—-p.x
Ng= — E—
cosal sen o

En particular en los arranques se produce el esfuerzo axial maximo por ser el dngulo ol mdximo
y minimo su coseno.- En la clave , o = 0°, el esfuerzo axial es minimo y vale Nc =- H .-

Volviendo a la figura 7.17 se observa que:

tang 0, = tang Olg = 2t _4f
g Ua=1ang Gs = L2 L

oS 0Ly = 1/,/1+(4f/L)2
2
Np= -1 =—p;; J1+@f/L)? =Ny

COS O o

Valor en base al que se obtiene:

7.3.3.- ARCO CIRCULAR CON ARTICULACION CENTRAL.-

Siendo L la luz y f la flecha, figura 7.19, el radio de la circunferencia directriz del arco vale:
(ACY’=R’= (L)’ +(R-f)’ = (4L’ + R+ - 2Rf

L’ +4f?

8f
Las coordenadas del baricentro de una seccién s-s definidas en funcién del 4ngulo central o son:

R=

x=WL-Rsena
y=Rcosa-(R-f)=f-R({-cosa)

Para una carga p uniforme en toda la luz, son validas las siguientes expresiones obtenidas para el
arco parabdlico (véase D.C.L. figura 7.17):
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Reacciones en las articulaciones de los apoyos
p. L’

A=%pL; B=%pL ; H=

Los esfuerzos internos en la seccion valen:

p
y S

| ;

T /

| S
y £

' — oY

A H \ X
R e T

L/e Lse

Tig. 7.19

Mg =% pLx-Hy-%px’
Qs=(Y2p.L-p.x)cosa-Hsena
Ng=-( Y2p.L-p.x)sena-Hcos o

Para los dngulos Y2 a4 = Y20 resulta:
tang Y2 0,y =tang Y2 0 = 2% y ademads: X = %

Si se introducen estos valores de o y x en la expresion del esfuerzo de corte resulta Q = 0.- Por lo
tanto, los momentos maximos se presentan aproximadamente en los cuartos de la luz.- Para re-

bajes % < % , las diferencias con el arco parabdlico son pequenas.-

7.3.4.- ARCO SIMPLEMENTE APOYADO CON CARGA CUALQUIERA.-

Sea, figura 7.20., una carga distribuida cualquiera, normal en cada seccién a la tangente al eje de
la directriz, y limitada a la mitad izquierda de la misma.-

Se considera al diagrama de cargas fraccionado por una sucesién de divisorias suficientemente
préximas tal que los diagramas parciales puedan tomarse, sin error sensible, como trapecios,
rectangulos o tridngulos.- Designemos El, P, . P, P, las resultantes de esos diagramas parciales:
pasan por sus baricentros y actian normalmente al arco en los puntos J; .-
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Observemos acd que si el distanciamiento entre divisorias de cargas es grande, no s6lo se comete
el error de la diferencia entre el diagrama parcial y la figura geométrica por la cual se sustituye,
sino que, al no ser la linea cargada una recta, las fuerzas distribuidas dejan de ser paralelas, hi-
potesis sobre la que se determind las resultantes de los diagramas de carga.-

Tig. 7.20

Determinado el sistema de cargas P, aplicadas en los puntos J; se descomponen las fuerzas en
dos componentes segtn los ejes x e y, uno horizontal y el otro vertical con origen en el apoyo
A..- Llamaremos H; y V; las proyecciones de P; sobre dichos ejes y se tiene:

E = ﬁi + Vi con: H; =P; sen ¢ y V; =P, cos ¢

Las reacciones seran:

H.v. + V.X.
+ ZMA=ZHiyi+ZViXi-RBSGIlaB.L=O = RB= Z i%i Z i%i
Lsenog
+T ZY=VA-ZVi+RBSGIlaB=O = Va= 'RBsenaB"'ZVi
+%ZX=HA+ZHi -RBCOSQ.B,:O = HA= RBCOSQB-ZHi

Los esfuerzos internos, figura 7.21, en una seccién s-s en correspondencia con una de las diviso-
rias de carga que intercepta al eje en un punto Js de coordenadas x e y, serdn :

S S
MS=VAX-HA}" Zvi(x_xi)_ZHi(y_yi)
A A

S S
QS=(VA'ZV1 )ycos o - (Hp + ZHi)senoc
A A

S S
Ns=-(Va- Y.V )sena-(Hy+ ) H; )cosa
A A
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Si se necesitase operar graficamente, una vez determinado el sistema de cargas P, actuante en los
puntos J; , se traza un poligono funicular auxiliar para determinar las reacciones de apoyo.- Co-
nocidas éstas y con polo en el vértice que ellas forman en el poligono de fuerzas (origen de la
primer fuerza externa izquierda), construimos un funicular cuyos lados extremos son esas reac-
ciones y que debe pasar por A y por B.- Los lados de este funicular de resultantes sucesivas, son
tangentes en correspondencia con las divisorias de cargas a la curva funicular o de presiones.-
Trazada ésta y teniendo el poligono de fuerzas, se calculan los esfuerzos internos para cualquier
seccidn del arco en la forma vista para el arco triarticulado.-

7.4.- ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS ESPACIALES DE ALMA LLENA.-

Sea un cuerpo sélido generado por un area
plana cuyo baricentro se desplaza a lo largo
de una curva cualquiera s-s, plana o espa-
cial, figura 7.22.- El 4rea generatriz man-
tiene constantemente su plano perpendicular
a esa linea s-s pudiendo variar o no su ta-
mafio y forma.- A este cuerpo, considerado
como estructura sometida a un sistema espa-
cial de fuerzas, lo designaremos viga espa-
cial , y la linea s-s, lugar geométrico de los
baricentros de las secciones planas normales
de la viga, constituye su eje geométrico.- La
seccion transversal posee dimensiones pe-
queflas respecto a la longitud del eje, y si
bien puede variar como se ha expresado,
frecuentemente se mantiene constante.- Sea
ademds que el sistema espacial de fuerzas
actuantes estd en equilibrio, y consideremos
que todas ellas, activas y reactivas, son co-
nocidas.-

Se practica un corte seglin un plano normal
al eje geométrico de la viga y sea A el drea
de la seccién geométrica obtenida.- Para
restablecer el equilibrio de las dos partes en
que ha quedado dividida la viga, se deben
aplicar las interacciones que existian entre
las particulas adyacentes al corte antes de
que se efectuase el mismo.- Es decir que en
Fig. 7.22 la cara izquierda del corte se deben aplicar
las acciones que la parte derecha de la viga
le transmitia a través de todos los puntos de la seccidn de corte.- Viceversa, en la parte derecha se
deben aplicar, sobre la cara del corte , las acciones que recibia de la parte izquierda.-

Estas acciones constituyen dos sistemas de fuerzas espaciales, iguales y opuestos, distribuidas en
las dos caras del corte y pueden ser reducidos en cada una de ellas, a un sistema fuerza-par apli-
cado en el baricentro de la seccion: ( E s Mi) y ( ﬁd s K/Id ) ; es claro que estos dos sistemas
fuerza-par son iguales y opuestos.- Como se explicé para los sistemas planos, resulta evidente que
la reaccion interna ( R;, M;) aplicada en el baricentro C de la cara derecha (que define signos )
es equilibrante del conjunto de fuerzas actuantes a la derecha del corte (solicitacion derecha) y
equivalente a las fuerzas externas situadas a la izquierda del mismo (solicitacion izquierda) .-
Viceversa, ( Rq, My ), reaccién interna aplicada en el baricentro de la cara izquierda del corte,
es equivalente al sistema de fuerzas derechas y equilibrante del conjunto de fuerzas izquierdas.-
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Sobre la seccién A correspondiente a la cara derecha del corte tomemos una terna de ejes ortogo-

nales con origen en su baricentro C y con las siguientes caracteristicas:

* Eleje “x” se toma perpendicular al plano de la seccién A coincidiendo con el eje de la viga ,
si es rectilinea, o con su tangente en el punto C si es curvilinea.-

* Losejes “y” y “z” se toman en el plano de la seccidn, coincidiendo preferentemente con sus
ejes principales de inercia.-

Si se expresa la reaccién interna, R; , M; , por sus componentes rectangulares segtn los ejes
descriptos, y recordando el apartado 2.4.3, tendremos que la resultante de todas las fuerzas iz-
quierdas sera:

R=Xi+Yj+Zk
y el momento resultante de las fuerzas izquierdas respecto a C sera:
MRC»i=ZMX i_+ZMY j_+ZMz k
En las cuales se tiene que:

e X =Y X, eslasuma de las proyecciones de todas las fuerzas situadas a la izquierda de la
seccidn sobre el eje de las “x.-

* Y=Y Y,;,eslasuma de las proyecciones de todas las fuerzas situadas a la izquierda de la
seccién sobre el eje de las “y”.-

e 7= Y 7, eslasuma de las componentes “z” de todas las fuerzas que preceden la seccidn.-

[}

e Y My es la suma de los momentos de todas las fuerzas izquierdas respecto al eje “x”.-

[T

® Y My es la suma de los momentos de todas las fuerzas izquierdas respecto al eje “y”.-

[T}

e Y Mjyes la suma de los momentos de todas las fuerzas izquierdas respecto al eje “z”.-

Estos seis pardmetros definen las caracteristicas de la solicitacién de la seccién y de sus equiva-
lentes los esfuerzos internos.- De igual modo que para los sistemas planos los esfuerzos internos
pueden ser obtenidos con las fuerzas situadas a la derecha de la seccion.- En el caso mds general
los esfuerzos internos son seis, figura 7.23, a saber:

A _
My(FLECTJ

M (TORS)
X

(FLECTD
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El esfuerzo normal tiende a alargar o acortar la viga; estd dado por:
N =X= Z Xi

El esfuerzo de corte tiende a cortar la viga; estd expresado por dos componentes:

Q=Y=XLY;
Q=2=Y7
Q=4Q37 +Q%

El momento flector tiende a doblar la viga, queda expresado por dos componentes:

MY-FLEC = Z MY
MZ—FLEC = Z MZ

2 2
Mgige = \/MYfFLEC + M7 _pipc

El momento torsor tiende a torcer la viga; estd establecido por la siguiente expresion:

Mr =} My

El nimero de esfuerzos internos que aparecen en la seccién transversal resulta inferior a seis si se

cumplen algunas condiciones particulares, a saber:

® Si el eje geométrico estd contenido en un plano y las fuerzas son coplanares con él, resulta
My = 0 ya que las fuerzas cortan al eje “x” en un punto propio o impropio.- Para que haya
momento torsor es necesario que alguna de las fuerzas tenga componente perpendicular al
plano que contiene al eje y que no lo intercepte.-

¢ Si ademads, el eje “y” coincide con la interseccién del plano de las fuerzas con el plano de la
seccidn, se anulan también Qz y My pgc restando sélo N, Qy, y Mzpgec que es el caso de
los pérticos, arcos y vigas rectas que se han visto al tratar los sistemas planos.-

¢ En el caso de las vigas de eje recto si, a mds de las caracteristicas dadas en el parrafo anterior,
las cargas son normales al eje “x”, se presentan solamente esfuerzos de corte Qy y momento
flector MZ-FLEC -

e Si las fuerzas son paralelas al eje de la viga recta se presenta esfuerzo axial N y momento
flector MZ-FLEC -

e Si las fuerzas son coincidentes con el eje de la barra sélo se presenta esfuerzo axial N.- Es el

caso de las barras de reticulado vistas en el capitulo 5.-
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CAPITULO 8

ANALISIS DE CABLES

8.1.- CARACTERISTICAS GEOMETRICAS, CONSTRUCTIVAS Y MECANICAS.-
Se da el nombre de cable flexible a un cuerpo que presenta las siguientes caracteristicas:

¢ Geométricamente su longitud es muchas veces mayor que las dimensiones de su seccién
transversal.

e Su construccién generalmente corresponde al tipo de cordones arrollados en espiral y forma-
dos cada uno de ellos por hilos redondos arrollados también en espiras y ejecutados con un
material altamente resistente a la traccion, acero en los casos de aplicacién en estructuras.-

® Las dos caracteristicas enunciadas hacen que los cables no constituyan cuerpos rigidos sino
flexibles, es decir deformables por flexién.- Por esto, la capacidad de un cable para transmitir
de seccién a secciéon momentos flectores, esfuerzos transversales y axiales de compresién es
tan pequefia que se desprecia: sélo puede resistir fuerzas axiales que le originen traccidn,
alargamiento.-

No siendo rigidos, los cables solo constituyen elementos estructurales eficaces si las fuerzas
externas que los solicitan son tales que originan en ellos esfuerzos internos axiales de traccion
tinicamente .- De conformidad con lo que se ha visto en el apartado 2.8.2 esto es posible si la
forma que toma el cable coincide con alguno de los infinitos poligonos (o curvas) funiculares de
las cargas que actian tracciondndolo (podrian comprimirlo como en los arcos) ya que ellos son
sus posibles posiciones de equilibrio estable.- Si se admite que en estas condiciones el cable cons-
tituye un hilo homogéneo, flexible e inextensible, las ecuaciones de equilibrio estdtico nos permi-
tirdn analizarlo determinando reacciones externas e internas como asi también las caracteristicas
geométricas de la forma de equilibrio que el hilo tomar4.-

Los cables tienen gran campo de aplicacion en obras fijas de ingenieria (puentes colgantes, lineas
de transmision de energia eléctrica, tirantes de torres elevadas), en medios de transporte de pasa-
jeros en alta montafia (ferrocarriles funiculares, medios de elevacién en pistas de esqui, ascenso-
res de edificios), y de transporte de cargas (gruas funiculares, grias en general, montacargas).-

El andlisis de los cables lo encararemos primero para cuando estdn solicitados por cargas con-
centradas fijas y por cargas distribuidas después, tal como se ha hecho anteriormente con otras
estructuras ; no analizaremos el caso de cargas mdviles que se presentan en funiculares y otros.-

8.2.- CABLES CARGADOS CON FUERZAS CONCENTRADAS.-

Sea un cable con sus extremos en dos soportes A y B que por el momento suponemos sean dos
articulaciones fijas.- Estd cargado con fuerzas concentradas verticales P, , P, ,..., P; ,..., P, copla-
nares con A y con B aplicadas en los puntos J; , J ..., J; ..., J, de interseccién de sus rectas de
accidn con el cable, figura 8.1.- Dada su flexibilidad admitimos que estos puntos son articulacio-
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nes ubicadas en ellos.- Damos por conocidas L, las coordenadas de A y B y las abscisas de las
rectas de accidn de las cargas X; , Xz ,..., Xj 5. Xp.-

Fig. 8.1

Por A y B pasan infinitos poligonos funiculares del sistema de fuerzas actuantes: cada uno de
ellos representa una forma de equilibrio posible del cable; una de ellas es el funicular dibujado en
la figura 8.1 que corresponde al poligono de fuerzas actuantes cuyo polo es el punto O.- Para
determinar el problema podemos fijar la posicién de un tercer punto por el cual pase el poligono o
curva funicular ya que por tres puntos pasa un solo funicular.- En el caso planteado de cargas
concentradas pueden ser las coordenadas de uno de los vértices del poligono o un punto cualquie-
ra de la curva funicular si la carga fuese distribuida; sea J, el vértice cuya posicion fijamos lo que
implica conocer y, ademads de Xx;.-

Se va a establecer la forma del cable o sea las ordenadas de los vértices restantes J;, J,, ..., J, ; la
inclinacién 64, 04, 0, ...,0, de cada uno de sus tramos; el esfuerzo de traccién Ty, Ty, Ty, ...,T,
en cada uno de ellos ; sus longitudes saj, Si.2, ..., Sy Y la longitud total s, g del cable.- Para ello
se recurre al trazado de los diagramas de cuerpo libre (D.C.L.) de todo el cable, de tramos par-
ciales, y de las articulaciones A y B.-

Con los datos conocidos se plantean los D.C.L. para todo el cable desde A hasta B, figura 8.1, y
para el tramo A J; J, ,figura 8.2.- De ellos se obtiene, respectivamente:

+d Y Mp=AyL-Ax (ya-ys) - Pi (L-x;)) =0 ()
+4 Y Mp = Ay Xo - Ax (Ya-y2) - P (xo-x) =0 (2)

De este sistema de dos ecuaciones lineales se despejan los valores de las componentes Ay , Ay de
la reaccién en el apoyo A.- Volviendo al D.C.L. de figura 8.1 , se tiene:

+—= Y X=Bx-Ax=0 = Bx = Ax
+TYY=Ay+By-LP,=0 = By=YP - Ay
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Con lo que quedan calculadas las componentes Bx y By de la reaccién en el apoyo B.- Si se plan-
tea el D.C.L. de la articulacién A, se tiene, figura 8.3. :

+%ZX=TACOSGA-AX=O = Tacos0,=Ax (3)
+TY Y= Tasen0,+Ay=0 = T sen 0, = -Ay (4)

Ay

DCL. TRAMO AJlJe D.CL. ARTICULACION A

Fig. 8.3

En donde las funciones trigonométricas se toman con el signo correspondiente a su cuadrante y
de traccién (positivo) el esfuerzo en el cable.- De (3) y (4) se obtiene:

Th= AL +A2

A —
tang 0, = Ay N7 YA = V1 =Ya + (Xi- Xa) tang 04

X X1~ XA

A X, — X

cos 9, = —X ; Sa_y =—2 A
A-1 0

N cos 0,

Para el tramo AJ, del cable, figura 8.4. sera:

DCL. TRAMO A J;

DCL TRAMD AJ Jy Jy Y,

Fig. 8.4 Fig. 8.5

Y X=-Ax+T;cos0,=0 =  T;cos 0 =Ax
ZY=Ay-P1+T1 sen91=0 = T] sen91=-Ay+P1

De estas expresiones de las componentes Ax y Ay se obtiene:
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Ty = JAL +(-Ay +P,)?

-Ay +P _Y27 Vi

tang 0, = = Y2 =Yy1 + (Xz - X;) tang 0,
Ax X2 — X
A _
cos B, = —% ; S12 = X2~ %
T cos0,

Para el tramo de cable AJ,J; se tendrd, figura 8.2. :

+—= Y X=-Ax+Trco80,=0 = T, cos 0, = Ax
+TYY=Ay-P-P,+Trsen0,=0 = Trsen 0, =-Ay+ P+ P,

De estas dos expresiones de las componentes de T, se tiene:

T,= A +(-Ay +P, +P,)>

A -Ay +P +P -
cos B, = =X : tangd, = Y T Y3 =Y,
E Ax X3~ X2
X2 —X
S9= = ; ¥3 =¥, +(X3—X,)tangd,
cos0,

Con lo que quedan calculados los pardmetros del tramo.-

Si se traza el D.C.L. para el tramo A J; J, ...J; correspondiente a la parte del cable comprendida
entre el apoyo izquierdo A y el punto de aplicacion de la carga genérica P; , figura 8.5. , se tiene:

+—> Y X=-Ax+ T, cos 6,=0 = TicosO; = Ax

+TYY=Ay-L P, +T,send, = 0= T, send, = -Ay+YL P;

A
Ti= \/A%("‘(_AY +ZP1)2 T, = X
cos0;
A -A, +)Y P =y
CosS ei = X ; tangei = Y Z 1_ Yi+l Yi
T Ax Xiy — X
ASiry= ———=t 5 Sap=L S 5 Yier = Yi+(Xin - Xi) tang ©;
0s 0;

1

Se observa lo siguiente:

e La componente horizontal del esfuerzo en el cable, T; cos 6;, tiene un valor constante igual a
Ax en toda la longitud del cable.- Obsérvese que todas las cargas son verticales.-

¢ El esfuerzo en el cable T; queda expresado por la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
sus componentes rectangulares segtin los ejes x e y ; se lo puede expresar ademds por el co-
ciente entre la componente horizontal de la reaccién de apoyo y el coseno del dngulo de incli-
nacién , 6; , del tramo considerado.- El mdximo valor del esfuerzo en el cable, T, , se pre-
senta en el tramo para el cual ese coseno es minimo, lo que sucede cuando la inclinacion 6;
es mdxima : esto se alcanza en uno de los tramos adyacentes a sus soportes.-
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8.3.- CABLES CARGADOS CON FUERZAS DISTRIBUIDAS.-

Si las cargas que actian son distribuidas, el cable toma la forma de su curva funicular y la reac-
cién interna en un punto cualquiera es una fuerza de traccién de direccién tangente a ella en el
punto considerado.- Para cada tipo de carga corresponde una curva funicular distinta: pardbola de
segundo grado si la intensidad de la carga es constante.-

Desde el punto de vista de las aplicaciones de la ingenieria, el andlisis se encara desde el si-

guiente punto de vista:

e Si el esfuerzo de traccién que los soportes ejercen reactivamente sobre el cable son tan eleva-
dos que se originan curvas con flechas pequefias en relacién a la distancia entre ellos, se pue-
de tomar, sin gran error, su peso constante en proyeccién horizontal: la funicular resultard
una pardbola cuadrética.- Se admite que esto sucede cuando la flecha es menor o igual a un
octavode laluz : f< L /8y al cable en este estado se lo designa como cable tenso.- La dis-
tancia horizontal “L” entre los soportes A y B se llama luz del cable, y la distancia vertical
maéxima entre la cuerda AB y la tangente al cable paralela a AB, es la flecha.-

e Si la flecha es mayor que el octavo de la luz, £ > L / 8 , la magnitud de la variacién de la in-
clinacién del cable hace que la proyeccién de su propio peso no pueda considerarse constante
a lo largo de su luz.- La funicular correspondiente a la accion exclusiva del peso propio es un
curva llamada catenaria ; bajo este estado al cable se lo designa cable flojo .-

8.3.1.- ANALISIS DE CABLES TENSOS.-

8.3.1.1.- Soportes a igual nivel.-

o> CABLE PARABOLICO

Fig. 8.6

Los cables de los puentes colgantes pueden considerarse solicitados por una carga uniformemente
distribuida a lo largo de la horizontal ya que, el peso de los cables es pequefio comparado con el
peso de la carga permanente que se toma uniforme: tableros de puentes carreteros o ferroviarios,
tuberias para transporte de fluidos, etc., figura 8.6.- En el caso representado se ubican los soportes
a igual nivel.- Siendo “p” la intensidad de carga por y T
metro lineal se traza el D.C.L. del tramo CD del cable;

C es su punto mds bajo y estd determinado por la hori- D °
zontalidad de su tangente (paralela a la cuerda AB,

horizontal en este caso) y D un punto genérico cual- ‘
quiera de coordenadas “x” e “y”.- El origen de coor-
denadas coincide con C siendo horizontal el eje de las L% .

[ [T

X" y vertical el “y”.- Se tiene, figura 8.7. :

+> Y X=-Tp+Tcos0=0 = TcosO=T, X2/

+TYY=-px+Tsen®=0 = Tsen6=px P=px
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Que establecen el valor de las componentes rectangulares del esfuerzo en el cable; su médulo e

inclinacion valen:
T= T2 +p°x> (1)

pX
Tang 6 = — 2
g T, (2)

0 = arc tangp—X = tangfl px
Ty 0

Como el punto D puede ser cualquiera se deduce que la componente horizontal del esfuerzo del
cable es constante para cualquiera de sus puntos e igual al esfuerzo minimo T, en el punto mds
bajo (x =0; O¢ = 0).- El esfuerzo maximo en el cable se presenta en sus extremos A y B donde el
valor absoluto de x es mdximo y su inclinacién también es méxima.- Con x = £L/2 , serd:

212
L
Ty =Tg =Ta= AT + 2
L L -1 pL
tang0 .+ = b= = 0 ,4x = arc tangp— =tan”' 2=
2T, 2T, 2T,

La tercer ecuacién de equilibrio, aplicada al D.C.L. del tramo CD, permite determinar la ecua-
cién de la curva que adopta el cable:

2
+d Y Mp=Toy-%px’ =0 dedonde  y=2X_ 3)
2T,
que es una parabola cuadratica de pardmetro k= % “)
0

Si en la ecuacidn de la curva se introducen las coordenadas del extremo B se tiene:

L’ 15
f= 2 = To= B 5)
8T, 8f
que permite calcular el valor de Ty, a introducir en las expresiones anteriores, en funcién de la
intensidad de la carga y de la luz y flecha del cable.-

Si se abandonase la suposicién de la articulacién fija en los extremos (figura 8.3) sustituyéndola
por el dispositivo de la figura 8.6, se equilibra la tensién del cable T con dos fuerzas: una verti-
cal de compresién en la columna y la otra de traccion segin la direccién de la prolongacién del
cable.- Este se amarra a un muro o masa de hormigén bajo tierra, asegurando la estabilidad del
conjunto por el peso de la masa de anclaje y el empuje de tierras.-

Y Para establecer la longitud del cable, se considera un
tramo de longitud “s” de cable comprendido entre el
punto mds bajo C y un punto D cualquiera de coordena-
das “x” e “y”, figura 8.8.- A partir de este tltimo se pro-
yecta un tramo “ds’(infinitésimo) de cable sobre las

paralelas a los ejes pasantes por el punto D.- Se tendra:

2
ds® = dx* + dy* = dx* [1+(¥j }

X
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Si se reproduce y deriva la ecuacion del cable se tiene:

2 2 2.2
S - SR - S (dYJ _px
2T, dx T,

Reemplazando e integrando, se tiene:

p2x>2 Xg x>
ds=ax 1420 = s = [T e B0 ax
T, 0 T

Para resolver esta integral resulta practico desarrollar el radical en serie binomia :

— 1,_1,2
\/1+Z—1+22 gZ ..

2.2 2.2 4 _4
1+2 % 4P _1PX

2 3 Tg 5T TR
2,2
Esta serie resulta convergente para valores de z =——— < 1.- Reemplazando valores en esta
T
0

expresion se tiene: si x=0 es z=0 ysi x=%L es z=16 [ f/L ]2 .- En los cables tensos es

f 1 . .
T < 3 y para ellos resulta z < 0,25 lo que permite operar con los dos primeros términos de la

serie por ser despreciable la suma de los términos no considerados.-

Por lo tanto la longitud del tramo CB de cable vale:

ScB = J.:B {]4—

2.2 2 2.3 2.2
p X dx:JXde+p—2JXBx2dx=xB+ P XZB =Xg 1+ X8
2T; 0 2T ° 6T,

2
Multiplicando el segundo término entre corchetes por el cociente YB , expresado en funcién
YB

2
del valor de ygz = pX%T obtenido de la ecuacién de la pardbola aplicada al punto B, se llega a:
0

2 2
scg= Xg [1+=( s )? Andlogamente se obtiene Sca=Xa |1+ —(y—A)2
3 Xp 3 Xa

Dado que en el caso en andlisis los soportes se consideran al mismo nivel, se tiene:

Xa=Xxg =2 L e ya=yp =1 reemplazando en la anterior resulta:

2
8( f
SaB = 2 ScB = L[]—Fg(ij }
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8.3.1.2.- Soportes a distinto nivel.-

En este caso (figura 8.9.) el punto mds bajo
C (determinado por la horizontalidad de su
tangente), no coincide con la mitad de la
luz del cable donde ubica la flecha fijada
por la tangente paralela a la cuerda AB, por
tratarse de una pardbola cuadrética.- Con el
objeto de utilizar las expresiones obtenidas
en el apartado anterior, ubiquemos el origen
de coordenadas en el punto C y tomemos
los ejes coordenados como en el caso ante-
rior , uno horizontal y el otro vertical.-

Seccionemos el cable en C y tracemos los
D.C.L. para los tramos AC y CD del cable.-
Se conoce yc = 0 , por haber tomado el
origen en C; L, yo e yg por ser datos del
problema ; debemos calcular las abscisas
Xa , Xg Yy el esfuerzo minimo en el punto
mads bajo T .-

Del D.C.L. tramo AC, y del D.C.L. tramo
CB, respectivamente se tiene:

+<JZMA= pXA.1/2XA-T0yA=O = T0=px—A=>-|
2ya
2 2
| XA X8 (g
YA YB
X2
+<JZMB=-pXB.1/2XB+T0yB=0 = T0=§—B=>J
YB
Si observamos que = = xa+xg =L ()

Despejando x5 de (2) e introduciéndola en (1) se obtiene una ecuacién de segundo grado que
permite calcular x5 , Xg , To .- Estos valores, introducidos en las expresiones del apartado
8.3.1.1., dan solucién a la determinacion del resto de los pardmetros caracteristicos del cable.-

8.3.2.- ANALISIS DE CABLES FLOJOS CON SOPORTES A IGUAL NIVEL.-

Cuando un cable se encuentra sometido a su propio peso, caso de los cables de lineas eléctricas, el
valor de la intensidad de carga vertical es distinta del peso “g” por unidad de longitud de cable
en razén de la fuerte variacién de la inclinacién 0 del mismo a lo largo de su luz.- Cuando la
relaciéon f/L es mayor que 1/8 esa diferencia es grande no siendo admisible fundar el célculo en
la hipdtesis de la uniformidad de la intensidad de carga a lo largo de la horizontal.- La intensidad
de carga es variable y vale:

p = g/cosO

como cosf es minimo en los extremos y mdximo en el centro, la carga serd maxima en los apo-
yos y minima en el centro del tramo, figura 8.10.-

La curva representativa de las posiciones de equilibrio de un hilo pesado, homogéneo, totalmente
flexible e inextensible, suspendido en dos puntos se llama catenaria.- Es una curva de eje vertical
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que constituye la curva funicular de la intensidad de carga real del hilo, g/cos 6.- Entre dos pun-

tos fijos, A y B, existen infinitas catenarias del cable de peso “g”, variando para cada una de
ellas la flecha y la longitud.-

En las lineas eléctricas, por razones de seguridad, es necesario fijar la distancia minima del cable
a tierra en funcién de la tensién eléctrica a que trabaja la linea de transmisién de energia.- Cuan-
do los soportes se encuentran a igual nivel, eso implica fijar la flecha de la catenaria con lo cual
se establece la posicién del punto C mads bajo del cable.- El problema consiste ahora en determi-
nar las caracteristicas de la catenaria que pasa por A, By C.-

bose de la catenaria

Fig. 8.10

[T

Tomemos vertical al eje de ordenadas “y”, imponiéndole la condicién de pasar por el punto C ;
no se establece por el momento la posicién del eje horizontal “x”.- A continuacién se traza el
diagrama de cuerpo libre del tramo CD de cable, figura 8.11.- Si llamamos “s” la longitud del
tramo CD su peso serd G = g.s, su recta de accién vertical, sentido hacia abajo pero no se conoce
la posicidn de su recta de accién dada por la abscisa del punto medio de la longitud “s”.- Se ten-
dra:

+—=YX=-To+Tcos®=0 = Tcos0=T, ]
| De donde:
+TYY=-G+Tsen6=0 = Tsen8=G |

T=T; +G? ;0 cosO=T,/T ; tg0=G/T,= %

0
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De la ultima ecuacion, se obtiene:

Ty _

_ 5
g

s = tangd en donde

Es un valor constante determinante de las caracteristicas geométricas de una unica catenaria por
lo cual es denominado parametro de la catenaria; la dimensién de k es una longitud igual al
radio de curvatura en el vértice C; su magnitud determina la posicién de una recta normal al eje
“y” designada directriz o base de la catenaria, figuras 8.10 y 8.11.- El segmento DD’ de recta
normal a la catenaria en uno cualquiera de sus puntos determina, entre éste y su interseccion con

la base, la longitud del radio de curvatura en ese punto p = DD’ = y/cos® : el centro de curva-
tura estd ubicado en oposicioén a D’, del lado convexo de la curva.-

y
D%dy
| dx
| | T
D 8]
~ /
To C\ g
~— E/A%_
‘ G
i X P
y
k=Pc ‘
|
to
. I 5 -
Fig. 8.11 :

Tomemos a la recta base como eje de las “x” con lo cual, la ordenada del vértice C de la curva
Yc resultard igual al pardmetro k, cuyo valor, por el momento, no conocemos.-

Ye=k
La ordenada de los apoyos en caso de estar a igual nivel valdra:
ya=yp=Yc+f=k+f
Definido el pardmetro k, expresemos algunos de los valores ya obtenidos en funcién del mismo:

Componente horizontal del esfuerzo en el cable T, = gk
Peso del tramo “‘s” de cable G=gs

Esfuerzo en un punto genérico D T= \/Toz +G? = g\/k2 +s2 (1)

Se desarrolla a continuacion, a titulo ilustrativo o de consulta, la secuencia analitica que permite
determinar caracteristicas geométricas de la catenaria en funcién del pardmetro k.- Las expresio-
nes resultantes se sintetizan mas adelante.-
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Si en la figura 8.11. a partir del punto D, consideramos un elemento infinitésimo de cable “ds”
cuyas proyecciones sobre los ejes son “dx” y “dy”.- Se tiene:

T, k. d(s/k
dx=cose.ds=?0ds— gk.ds =k ds =k /%) =dx (2)

S P 4s? fl+(s/K)

Previo a integrar la (2) se van a recordar algunos conceptos sobre funciones hiperbdlicas y de
area.- Las funciones hiperbdlicas se definen en base de las siguientes expresiones:

Seno hiperbélico de @ : u=senh @="(e-¢*?)

Coseno hiperbdlico de @ : v=cosh Q=" (e’ +¢?)
Las funciones hiperbdlicas “u” y “v” estdn tabuladas en manuales de matemadticas o pueden obte-
nerse directamente con una calculadora cientifica; el argumento “@” se expresa en radianes.- Si
se aplican sus expresiones o se recurre a una calculadora se obtiene que para “@ = 0” resulta
“senh 0 =0 y “cosh 0 =17, coincidiendo para este valor particular con las funciones circulares
seno y coseno.- Para valores reales de la variable “@”, la funcién seno hiperbdlico varia de “-oo”
a “4o00” pasando por el valor 0 y se ubica en el primer y tercer cuadrante, para “¢ > 0"y “¢ < 0”
respectivamente; la funcién coseno hiperbdlico varia de “+1” a “+oo” desarrollandose en el primer
cuadrante para “@ > 0” y en el segundo para “@ < 0”.- En abscisas se lleva el argumento “@” y en

[T3R ] [T}

ordenadas las funciones “u” o “v”.-

[T3R ]

Si se suma y se resta “v’y “u”, y luego se multiplican sus resultados, se tiene:
v+ u=cosh @ + senh ¢ = e* ; v-u=cosh @ -senh ¢ =¢*
(v+u) (v-u)= coshz(p-senhz(p=1

. ey ., . ., 2 2
Obsérvese la similitud de forma de esta expresion con la conocida relacion ( sen” @ + cos” @ = 1)
entre las funciones circulares seno y coseno, sélo las diferencia el signo de la funcién seno hiper-

[T3R ] [T}

bolico.- Si ahora derivamos “u” y “v” respecto de @, se tiene:

du/d¢ = dsenh (p/d(p = cosh @ que integrada da: senh @ = J.cosh ¢ do

dv/d(p =dcosh (p/d(p =senh @ que integrada da: cosh@ = J.senh(p do

También similares a las funciones circulares diferencidndose en el signo de las derivada de la

(AT} [T3R ]

funcién “v” y de la integral de la funcién “u”.-

La inversién de las funciones hiperbdlicas da por resultado las funciones de drea , asi 1lamadas
por estar relacionadas con el drea de un sector de hipérbola.- Comparadas con las inversas de las
funciones circulares recordemos que éstas estdn relacionadas con un arco de circunferencia.- Si se
tiene:

senh p=u

su funcién inversa @, sera:

@ =4rsenhu=senh' u

que se lee ¢ igual al drea cuyo seno hiperbdlico es u, 0 a la inversa del seno hiperbdlico de u.- Lo
mismo para:

coshp=v

2 -1
@ =4r cosh v=cosh™ v
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que se lee ¢ igual al drea cuyo coseno hiperbdlico es v, o a la inversa del coseno hiperbélico de v.-

Recordados estos conceptos, prosigamos con la integracion de la (2) ; para ello se recurre a las
tablas de integracién de funciones irracionales y lo haremos de extremo a extremo del tramo de
catenaria en consideracion, o sea entre el vértice C (x=0 ; s=0) y el punto genérico D (abscisa X ;
longitud arco s): se tiene:

S d(s/k) - S -1

x:kj G870 [senh s/ K)] = k.senh~'(s/ k)
O J1+(s/k)? [ ]0

Pasando k al primer miembro e invirtiendo, se tiene:

x/k) = senh’ (s/k) (s’k) =senh (x/k) ;  operando s = k senh (x/k) 3)

Observando nuevamente la figura 8.11, se tendra:

dy=tang 0 .dx = de: £ 4x =senh > dx
Ty gk k

Integrando entre C (xc =0 ; yc=k) y D(Xp=X; yp=Yy):
y X X
j dy:j senh(x / k)dx = kjsenh(x/k) d(x / k)
k 0 0

y-k =k [cosh(x / k)]g =kecosh(x/k)-k

y=kcosh (xk) (4)

Que es la ecuacién de una catenaria de eje vertical.- Elevando al cuadrado las ecuaciones (4) y
(3), restando miembro a miembro (4) menos (3) y despejando la funcién y, se tiene:

v =k® cosh® (x/k) (4) | [ - =K
| = |

s =k?senh’® (x/k) (3) | | y= vk? +52

Sustituyendo esta ultima en la (1) queda : T=gy
Cuyos maximo y minimo se producirdn en los puntos de mdxima y minima ordenada.-

Resumamos los resultados obtenidos:

e Parametro de la catenaria k=Ty/g

e Abscisa del punto genérico x = k senh™ (s/k) = k ar senh (s/k)
e Ecuacion de la catenaria y =k cosh (x/k) = Vk? +52

e Longitud del arco de catenaria s = k senh (x/k)

¢ Esfuerzo o “tensién” en un punto T=gy

e Peso de un arco de cable G=gs

e Componente horizontal del esfuerzo Ty =gk

® Ordenada de los apoyos ya=Yyp = k+f
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Se ha dicho que existen infinitas posiciones de equilibrio del cable que pasa por dos puntos fijos :
cada una de ellas estard caracterizada por un valor distinto de k.- Fijando la abscisa y la ordenada
de un punto adicional, u otras dos condiciones equivalentes, queda determinada la catenaria co-
rrespondiente a la dnica posicién de equilibrio posible que cumpla la condicién de pasar por los
tres puntos dados.- En el caso que se considera de soportes a igual nivel, el pardmetro “k” se
puede calcular fijando dos de las tres siguientes caracteristicas geométricas: luz del vano L, lon-
gitud s y flecha f del cable.- Obtenido el pardmetro “k”, como se vera a continuacién, se calcula
el resto de los valores requeridos.-

8.3.2.1.- Calculo del parametro k conocidas la luz L del vano y la flecha f de la catenaria.-
Se dispone de las dos relaciones independientes siguientes:

e Ecuacio6n de la catenaria y = k cosh (x/k)
e Relacién entre el pardmetro, la flecha y la ordenada de B yp=k+f

Como para el punto B (x =%2 L ; y =y ) de la catenaria, el valor de “k” debe ser tal que satisfaga
a ambas expresiones, se tiene:

ys=kcosh¥%2 (L/k) (a)
yp=k+f (b)

Para determinar el valor del pardmetro k, es prictico recurrir al método de aproximaciones suce-
sivas utilizando tablas de funciones hiperb6licas y de drea o una calculadora cientifica.- Para ello
se introduce en la ecuacién (a) un valor estimado del mismo, k’;, que permite obtener un primer
valor de la ordenada yg; del apoyo B.- Evidentemente, introducido en la ecuacién (b) nola va a
satisfacer pero posibilita obtener un nuevo valor k; del pardmetro; con él se establece la diferencia
entre el valor calculado y el valor estimado: A; = k; - k’; la que podra ser positiva o negativa.-
Estimando un segundo valor k’, se repite el procedimiento anterior obteniéndose una segunda
diferencia entre los valores calculado y estimado: A, = k; - k’; .-

Comparando A; con A, se puede establecer el sentido de la bisqueda de valores de tanteo ya que
las diferencias A; deben ir reduciendo su valor absoluto hasta llegar, teéricamente, a cero.- Cuan-
do cambia el signo de estas diferencias se habrd sobrepasado el valor de k que satisface ambas
ecuaciones; se puede entonces ajustar la solucién hasta obtener diferencias tan pequefias como se
necesite.-

8.3.2.2.- Calculo del parametro k conocidas la longitud s,z del cable y la flecha f de la cate-
naria.-

Las ecuaciones anteriores permiten calcular directamente el valor del pardmetro.- Efectivamente,
para el punto B de abscisa ¥2 L y longitud de cable scg = Y2 sap se tiene:

Vg = ,/kz +s(23B (a)
yp=k+f (b)
Igualando (a) con (b) y operando se tiene:
k+f= k> +s2g
K>+ 2kf + P = k* + s &g

S?ZB - f?
2f

k=
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Determinado k, se calculan las restantes incégnitas geométricas y estdticas.-

8.3.2.3.- Calculo del parametro k conocidas la luz L del vano y la longitud s,z del cable.-

La ecuacion
s = k senh (x/k)

aplicada al punto B, con scg=Y2s45 Yy x=%2L, luego de pasar k al primer miembro sera:

Sﬂ =senh L
2k 2k
despejando, queda:
_ S AB
2 senh(L / 2k)

Se introduce un valor aproximado k} en el segundo miembro de la ecuacidn y se calcula el pri-
mer valor k; del pardmetro; se efectia la diferencia A; = k; - k} .- Luego se estima k'2 y se

calcula k, cuya diferencia serd A, = k, —k, .- En forma similar a la anteriormente explicada se

prosigue hasta que la diferencia entre el valor calculado y el estimado sea tan pequefia como se
requiera.-
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CAPITULO 9

ESTRUCTURAS PLANAS BAJO LA ACCION DE CARGAS MOVILES

9.1.- CARGAS ACCIDENTALES FIJAS Y MOVILES.-

Designamos como carga a toda fuerza externa activa aplicada a una estructura.- Las hemos diferen-
ciado por la forma en que estdn aplicadas: concentradas cuando lo es sobre un punto y distribuidas
cuando lo es sobre una sucesién de puntos a lo largo del eje de la estructura o parte de él.- A ambas
las hemos considerado ubicadas en una determinada posicion, sin considerar si ésta es permanente o
accidental.-

Cargas permanentes son cargas concentradas o distribuidas que actian continua e invariablemente
como ser: el peso propio de la estructura y de la superestructura sustentada por ella (pavimentos,
cielorrasos, cubiertas de techo), empuje de tierras, etc...-

Cargas accidentales son las que actdan discontinuamente pudiendo experimentar o no variaciones
como ser las cargas ttiles o sobrecargas (peso de personas, mercaderias, muebles, maquinas, vehicu-
los), empuje de liquidos o materiales a granel sobre los recipientes que los contienen, las fuerzas
producidas por agentes naturales (acciones sismicas, empuje del viento, peso de la nieve, variaciones
volumétricas originadas por cambios térmicos, etc...).- Se observa, en los ejemplos dados, que unas
son fijas y otras méviles y que, tanto unas como las otras, pueden ser de intensidad variable.-

En cuanto a los efectos que las cargas accidentales originan en las estructuras, es importante el tiem-
po en que las variaciones de intensidad o posicion se producen.- Efectivamente, en algunos casos
dicho tiempo es muy breve ( instantdneo en el caso de las percusiones como ser el impacto de la masa
sobre la cabeza del pilote) imprimiendo en la estructura aceleraciones y fuerzas de inercia elevadas
que se traducen en vibraciones: son acciones dindmicas que estdn fuera del campo de la estdtica y
que, por su importancia, son motivo de estudios especiales en otras materias de la ingenierfa.- En
otros casos las variaciones de las cargas accidentales se producen en tiempos mayores originando
cambios suaves, paulatinos, no causantes de vibraciones permitiendo considerarlas como acciones
estdticas, que seran las que tendremos en estudio.-

Es evidente que los efectos que una carga movil produce en la estructura que la sustenta (caso de
un vehiculo que circula sobre un puente por ejemplo) varian a medida que aquélla va cambiando de
posicion: si el efecto que consideramos es la reaccién en el apoyo por el cual ingresa el vehiculo, su
valor serd igual al peso de éste en el instante inicial y se ird reduciendo a medida que avanza hasta
alcanzar un valor nulo al ubicarse sobre el apoyo por el cual egresa del puente.- Es necesario enton-
ces, para conocer el valor de un cierto efecto ( una reaccion externa o un esfuerzo interno) en una
seccion preestablecida ( apoyo izquierdo o derecho, mitad de la luz u otro punto intermedio cualquie-
ra), determinar la ley de variacion del mismo en funcion de la posicion de la carga (expresada en la
generalidad de los casos por su abscisa) y, en particular, el mayor valor que alcanza ese efecto y la
abscisa de la posicion que lo produce.-

Esto se realiza convenientemente por el método de las lineas de influencia que permite obtener no
s6lo los objetivos enunciados, sino también, para cargas accidentales moviles trazar el diagrama
envolvente que consiste en un diagrama representativo de los mdximos valores que un cierto efecto
puede alcanzar en cada una de las secciones de la estructura.-
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9.2.- METODO DE LAS LINEAS DE INFLUENCIA.-

Este método, en lugar de comenzar el andlisis de la estructura
bajo la accién de las cargas moviles reales a que estard sometida,
A y s p lohace conside.:rando .iniciallmente que .actlia una sola carga con-
% \ centrada, moévil, de intensidad unitaria “U* = 17 y direccién

U=1

constante.- Su posicién la establece la abscisa “x” sobre un eje
coincidente con el de la estructura, perpendicular al cual se man-

E tiene la carga en su desplazamiento sobre ella, figura 9.1.-
L

‘ En el caso de los sistemas estructurales rigidos, tal como se con-
F‘Q‘ 9.1 sideran los sistemas isostdticos, el efecto en consideracién podrd
ser una cualquiera de las siguientes magnitudes fisicas:
¢ Una de las componentes, Ms*, Qs*, Ng*, de la reaccién interna originada en una seccién deter-
minada de una estructura plana de alma llena.-
® Reaccion interna de una barra de reticulado T;*.-

e Reaccién de vinculo externo: R *, Rg*, IMa*, MB*, o sus componentes vertical u horizontal
Va*,Vp*, Hp*, Hp*.-
e Reaccidn interna en la articulacién relativa entre dos chapas, o sus componentes.-

En las notaciones adoptadas para las magnitudes precedentes los subindices ( s.a-g-i-j) indican la
seccidn, el apoyo o los extremos de la barra donde se produce la magnitud que se investiga, y al aste-
risco * se lo utiliza para indicar que se trata del efecto producido por una carga unitaria de las carac-
teristicas dadas.- Estas notaciones se empleardn cuando se trate a cada una de las magnitudes en
particular, pero al hablar genéricamente de cualquiera de ellas utilizaremos la designacién Es* que se
leera efecto o influencia de la carga unitaria en la seccion “s” .-

Volvamos a la figura 9.1. , y consideremos que en un instante determinado la carga unitaria esta
aplicada en un punto “u” de abscisa “x” : su efecto o influencia sobre la magnitud en consideracién
tomara un cierto valor, Eg*.- Pero como la posicién de la carga variard de instante a instante, variara

[T}

también el valor de Es* en funcién de la variacién de “x”.- Se tendra:

Avance de Ux U*Zl Iszl
x>, Es* = f(x)
A x <X Sy B

que, referida al eje de abscisas (designado como base de la linea
de influencia) representa el valor que toma la magnitud E* en la
L seccion fija “s” por influencia de la carga unitaria movil.- Su
representacion gréfica se designa linea de influencia del efecto

|

% | Esta funcién representa la ecuacion de la linea de influencia
:
\

«
U=l Es*, y cada una de sus ordenadas expresan el valor de éste
- cuando la carga movil se ubica en correspondencia con la ver-
i tical de la ordenada que se lee.-
B 1
De lo expresado surge un primer procedimiento para calcular las
M :E<fog > fx xs  ordenadas de la linea de influencia , es designado estdtico porque

0 o utiliza exclusivamente recursos que brinda esta disciplina.- Con-
siste en lo siguiente: se supone que la carga unitaria actiia en el

© punto “u”, figura 9.2; se determinan las reacciones que se ori-

= ginan en los apoyos y se traza el diagrama de cuerpo libre.- A

LIV, de W Xs partir de e’.ste se determina el valor de la magnitud conStd.erada
o en la seccion “s” que se lleva a escala en correspondencia con
Fig. 9.2 la vertical de “u”.- Se repite este cdlculo para distintos puntos

de aplicacion de U*= 1, lo que permite trazar la linea de in-

234



~
— Capitulo 9: Andlisis de estructuras planas bajo la accién de cargas mdviles

fluencia por puntos.- En casos simples es sencillo plantear estiticamente la o las ecuaciones que
definen la linea de influencia, como se verd a continuacion.-

9.3.- TRAZADO DE LINEAS DE INFLUENCIA : METODO ESTATICO.-

Sea la viga simplemente apoyada de la figura 9.2.- Se quiere obtener la ecuacién y el trazado de la
linea de influencia del momento flector en la seccién ““s” para cargas que actian verticalmente: sinté-
ticamente la designaremos con la sigla L.I.V. de Mg*.-

Conocida la abscisa de “s” y supuesta la carga unitaria en el punto “u” de abscisa “x”, se fraza el

D.C.L y se calculan las reacciones en A'y B .- Se establece ahora las ecuaciones que expresan el

momento flector a uno y otro lado de la seccién “s” ya que, para cada una de dichas posiciones, la

funcién momento queda definida por expresiones distintas:

e SiU*=1 actia a la izquierda de “s” es “x < Xg” : resulta mds sencillo calcular el momento flec-
tor en dicha seccién utilizando la reaccién en B por ser la unica fuerza actuante a su derecha en
cambio, a su izquierda, actian dos fuerzas; se tiene:

Mg = = (L-xg) (1
L

e Sj “U* =1 actia a la derecha de “s” es “x > Xg” : conviene tomar el momento en dicha seccion

considerando la reaccién en A ya que es la unica fuerza aplicada a su izquierda en cambio, a su

derecha, actian dos fuerzas; sera:

Mg* = Xg 2

Representadas graficamente las dos funciones se habrd trazado la linea de influencia pedida que serd
binaria por estar definida por dos funciones distintas.- Como ambas son lineales es suficiente repre-
sentar dos de sus puntos y trazar la recta que los une:

e Enla(l)si x=0 lacargaactda en el apoyo Ay resulta: Mg* = 0

. z [IPSE X
si X = xg la carga actda en “s” y resulta: Mg* = TS (L—xg)
b 2 IS L_ XS
e Enla(2)si x =xglacarga actda en “s” y resulta: Mg* = L Xg
si x =L la carga actda en el apoyo B y resulta: Ms*= 0

Se adopta una escala para representar los momentos flectores y se hace la representacién gréfica de
ambas ecuaciones que, como se dijo, constituye la L.I.V. de Mg : sus ordenadas se miden vertical-
mente en la escala utilizada y cada una de ellas da el momento flector que, en la seccién s, produce la
carga unitaria cuando estd ubicada en la vertical de la ordenada que se lee.- Estas ordenadas las de-
signaremos con la letra griega heta 1 ; ademads se coloca en el grafico el signo del momento flector en
correspondencia con la posicién de la carga unitaria: positivo en este caso para toda la luz de la viga.-

Multiplicando la longitud de n (expresada en centimetros), por la escala adoptada (que llamaremos
escala de influencia), se tiene:
Ms* = m(cm) x Escala de influencia

La dimensién de las ordenadas de la linea de influencia queda determinada por la dimensién del
cociente entre la dimension de la magnitud estudiada (kilogrdmetros, por ejemplo) y la dimensién de
la fuerza unitaria (adimensional si se toma U* = 1); la escala de influencia serd: o kgm/lcm .-

Si ademas de la L.I.V. de Mg* se necesitara la del esfuerzo de corte en la seccion “s”, Qs*, o de las
reacciones en los apoyos, Ra*, Rp*, se procede en forma igual a la efectuada para Mg*, lo que se
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resume en la figura 9.3., y en la tabla

fluencia:

siguiente donde se

vuelcan las respectivas ecuaciones de in-

Posicion de la
Ry* (x5 =0) Rp* (xs =L) Mg* Qs*
carga unitaria
X < Xg no existen seccio- | x X (L-x<) X
tramo de A a “s” |nes con x < Xg L S L
X > Xg L-x no existen seccio- | L—x « L-x
tramo de “s” a B L nes con X > Xg L S L
* *
U=1 u=1
¢ XD X
x {x
A s ig
AN
-
X |
L
*
U=l U=1
A u s B
\ \
L-x x 77 777
T L
P
A u ig B
. 777,
\‘n\/
L.LV. deE:
Fig. 9.4

Fig. 9.3

Las lineas de influencia de las reacciones de apoyo consisten en un tnico segmento de recta que se
extiende de extremo a extremo ; en cambio las de los esfuerzos internos consta de dos segmentos de

recta, presentando una discontinuidad en correspondencia con

[T 1)

S .-

No obstante la sencillez conceptual del método estético, su aplicacioén resulta conveniente sélo en los
casos de estructuras simples por cuanto, para las mas complejas, la determinacién de las ecuaciones
de influencia requeridas es laboriosa.- En el apartado 9.9 se verd el método aplicado al trazado de
lineas de influencia por puntos combindndolo con el método cinematico.-
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9.4.- INFLUENCIA DE CARGAS CONCENTRADAS.-

Trazada la linea de influencia de una magnitud estdtica en una seccién de una estructura se conoce el
valor que toma esa magnitud cuando es recorrida por una carga unitaria de direccién predeterminada,
vertical u horizontal generalmente.- Siendo Eg* el valor, efecto o influencia de la carga unitaria, al
actuar una carga de igual direccion pero de intensidad P veces mayor, figura 9.4., por el principio
de independencia de las acciones y superposicion de los efectos la influencia Es de P valdra:

ES=E5*.P

Pero siendo
Es*=m . Escala de influencia
sera:
Es =P . Eg* =P. 1 . Escala de influencia

Si en lugar de una sola carga P tuviésemos varias paralelas a U*, P, , P, , P; , figura 9.5. aplicadas en
los puntos u; , u, , uz de la estructura, la influencia de este sistema de cargas ser4:

Es=®; .m1 +P,.1M2 +P;.1n3) . Escala de influencia
Es = (X P.n). Escala de influencia

Expresion que define la influencia de un sistema de cargas concentradas paralelas a U* = 1 .-

u=1
A L > B
\
T T
P P- P3
A \ul \ua SL3 B
\
T
n
1 n, @
2
LIV deEl L.LV. deEr
Fig. 9.5 Fig. 9.6

Sea ahora un sistema de cargas concentradas de cualquier direccién aplicadas sobre un viga simple-
mente apoyada de eje inclinado, figura 9.6..- Sean ademds conocidas la L.I.V. y la L.ILH. de una
magnitud Eg* cuya naturaleza no precisamos.- Con iguales razonamientos que los expuestos para
cargas verticales se obtiene que la abscisa & ( xi ) de la linea de influencia horizontal nos dar4, en una
cierta escala, el valor de la magnitud Eg * en la seccién “s” cuando en correspondencia con ella actia
una fuerza unitaria horizontal U* = 1.-

Sea P, , P,, P; el sistema de fuerzas concentradas aplicadas en los puntos u; , u,, uz que expresa-
mos por sus componentes rectangulares horizontal y vertical.- Se tiene:
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§1= V1+ ﬁ] §2= V2+ ﬁz §3= V3+ ﬁ:;

Por el principio de superposicién de efectos e independencia de acciones, la influencia de cada una de
las fuerzas dadas es igual a la suma de la influencia de sus respectivas componentes actuando inde-
pendientemente.- La influencia del sistema en la seccién “s”, valdra:

Es = Influencia de El + Influencia de E + Influencia de E
que expresada en funcién de sus componentes toma la siguiente forma:
Es = Infl. de V, + Infl. de H; + Infl. de V, + Infl. de H, + Infl. de V5 + Infl. de Hj

Expresando éstas en funcién de las intensidades de las componentes por sus respectivas ordenadas de
influencia y ordenando primero las verticales y luego las horizontales, sera:

ES= (V] N +V2T|2+V3Tl3 +H1 &1 +H2§2+H3 &‘;).ESC. Infl.

Sintetizando se tiene como expresion final de la influencia de un sistema de fuerzas concentradas
de cualquier direccion la siguiente expresion:

Es = (LVn+XHE). Escala de influencia

en la cual las sumatorias deben extenderse a las componentes de todas las fuerzas del sistema, de-
biendo considerarse las ordenadas 1 y abscisas & con el signo indicado en la respectiva linea de in-
fluencia ; las componentes de las fuerzas se tomardn positivas o negativas segin tengan el sentido de
la rama positiva del eje correspondiente o el opuesto.-

9.5.- INFLUENCIA DE CARGAS DISTRIBUIDAS.-
Para establecer la influencia de una carga distribuida de intensidad “p” constante, figura 9.7, se co-
mienza considerando la influencia de una carga infinitésima, “p.dx”, actuante sobre el elemento “dx”
de longitud de la viga, que vale:

dEs = Eg*.dP = n.p.dx.Esc.Infl.

A W B
7N |
- - ol g
5 /
»
L
V dP=poix
] A n A
oA *
L.LV. deEX
dA | 1V deE” ©
| Fig. 9.8
Fig. 9.7
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Integrando en toda la longitud cargada y omitiendo el factor Esc.Infl. dando por sobrentendido que
cada vez que aparezca la ordenada “n” o “€” de linea de influencia debe ser interpretada en su co-
rrespondiente escala:

Eg = j dE = pJ.:ndx =pA

Es decir que la influencia de una carga uniformemente distribuida es igual al producto de la inten-
sidad de carga por el drea de influencia que es el area delimitada por la linea de influencia, su base
y las ordenadas correspondiente a los extremos de la carga.- Si multiplicamos y dividimos por la
longitud cargada x”-x’ se tendrd la siguiente expresion:

" [

Es=pA=pA——=Pmn,
X —X

Que expresa que la influencia de una carga unifomemente distribuida también puede obtenerse
como producto de su resultante por la ordenada media del drea de influencia.-

Si la carga distribuida varia linealmente en toda la luz de la viga, figura 9.8. sera:

dEs = Es*.dP =1 %x.dx

pr _ij P
Es=—| xndx=—|x.dA==S
STLL T L0

[T}

En donde S, es el momento estético del drea de influencia respecto al eje “y” pasante por el extremo
izquierdo de la carga.- Si se recuerda ademads que “Sy = xc .A”, en donde “A” es el drea de influencia
correspondiente a la longitud cargada y “xc” la abscisa de su baricentro tomada con origen en el ex-
tremo izquierdo de la carga, se tendra:

p p
Eq = —S =—.A.X =Pp. X
S L 0 L C an C

En donde n,, es la ordenada media del 4drea de influencia, es decir el cociente entre el drea del dia-
grama de carga y la longitud cargada.-

9.6.- INFLUENCIA DE CARGAS TRASMITIDAS INDIRECTAMENTE.-

Sea AB, figura 9.9, la viga principal que recibe una carga concentrada a través de viguetas transver-
sales.- Sean ademds: A’C’B’ la L.I.V. de Eg* en el supuesto que la carga actuase directamente sobre
la viga principal; “s” una seccién cualquiera de ésta y P la carga que actiia sobre el tramo donde se
ubica la seccién considerada.- La carga puede expresarse por dos componentes P, y P, paralelas a P,

y aplicadas directamente a la viga principal AB por las viguetas adyacentes a ella- Se tiene:

A—Xx

P=P1+P2 COU:P1=
A

.P

P y P2=

> | >

Por el principio de independencia de acciones y superposicion de efectos la influencia de P actuando
indirectamente serd igual a la suma de las influencia de sus componentes, P; y P, , que actdan direc-
tamente, es decir:

Es = Infl.de P = Infl.de P, + Infl.de P,
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Fig. 9.9

Expresando la influencia de las componentes en fun-
cién de las ordenadas de la linea de influencia cono-
cida resulta:

Up) }

Si en el trapecio MM’NN’ se traza la diagonal MN’,
por semejanza de tridngulos resulta que los segmen-
tos M’ y n” que ella determina sobre la vertical de P
valen:

A—X

A

X

m+x

ES=P1 .T]1+P2.T|2= Pl:

A—Xx
A

n m

Sustituyendo estos valores en la ecuacién anterior, se
tiene finalmente:

ES = P1 ni + P2 N = P [T]'+T]"]= PTI

En donde m es la ordenada en correspondencia con P que responde a una variacién lineal entre puntos
de transmisién de la carga.- M'N’ serd entonces la linea de influencia para el tramo de viga com-
prendido entre las viguetas adyacentes a la carga.-

En resumen, cuando una fuerza concentrada o distribuida se transmite a la estructura en forma indi-
recta, se traza la linea de influencia de la magnitud que se considera como si la carga se aplicase
directamente a la estructura, linea A’C’B’.- En aquellos tramos entre vigueta y vigueta donde esta
linea no responda a una tnica ley lineal, se la corrige mediante una recta M’N’.- La influencia de la
fuerza sobre la incégnita considerada se obtendrd en este tramo multiplicando la intensidad de la
carga por la ordenada que corresponda a su posicién, medida hasta la recta de correccion M’N’ .- Si la
carga fuese distribuida , el drea de influencia también se medird hasta dicha recta de correccién.-

9.7.- METODO CINEMATICO.- FUNDAMENTOS.-

Las lineas de influencia pueden trazarse en la forma analitica vista, o por métodos diversos de los
que se desarrollard el método cinemadtico.- Para ello se requiere recordar y complementar conoci-
mientos vistos en el primer curso de Fisica y que se tratan a continuacion.-

9.7.1.- COMPLEMENTOS DE CINEMATICA PLANA.-

9.7.1.1.- Rotacion infinitésima de un chapa rigida en su plano.-

Sea, figura 9.10.(a), un punto mévil que en un cierto instante ocupa la posicién A.- Al cabo de un
tiempo At pasa a la posicién A’ describiendo una trayectoria cualquiera.- El vector que va de la

posicién inicial a la posicién final, AA'=03, , se designa desplazamiento o corrimiento del

punto A.- Depende exclusivamente de las posiciones extremas independientemente de la trayecto-
ria descripta en su movimiento.-
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[ [T

Supongamos ahora que la chapa (S), ubicada en un plano vertical en el cual “x” es horizontal e “y
vertical, figura 9.10.(b), experimenta una rotacién en su plano alrededor del eje perpendicular Oz
pasando a la posicién (S°), la recta OA girard 3
un dngulo O que representa la intensidad de
la rotacién de la chapa.- El punto A describi-
rd una trayectoria circular con centro en el
polo O y pasard a ocupar la posicién A’

efectuando el desplazamiento AA' .-

Si se considera que la rotacién 6 es infinita-
mente pequefla se puede establecer la igual-
dad y coincidencia de la cuerda AA’, con el
arco que subtiende AA’, y la tangente AA” .-
Se puede entonces, en los casos de 6 infini-
tamente pequefla, tomar como desplaza-

miento al vector AA", perpendicular a
OA y de intensidad:

- Fig. 9.10

d,=AA”=0A .tang6=0A.0=A0.60

Prescindiendo del concepto matemadtico de “infinitamente pequefio” se toman como infinitésimas
aquellas rotaciones que, dado su grado de pequefiez, escapan a la apreciacién de los aparatos de
medicién de uso comtn en la construccién.- En lo sucesivo, y mientras no se exprese lo contrario,
al hablar de rotaciones se entendera rotaciones infinitésimas que cumplen que 0 = tang 0.- Es el ca-
so general de las deformaciones eldsticas experimentadas por las estructuras, cuya magnitud es
despreciable frente a las dimensiones de estas tltimas no alterdndose la configuracién de las mis-
mas y requiriéndose aparatos especiales para su medicién.-

En mecénica, las rotaciones de los cuerpos se caracterizan por un vector de intensidad igual al va-
lor del 4ngulo rotado; de recta de accién determinada por el eje de rotacién perpendicular al plano
de las trayectorias de los puntos del cuerpo; y de sentido determinado por la regla de “la mano de-
recha”.- En el presente capitulo mantendremos los sentidos de los ejes “x”— + e “y”T+ pero, para
las rotaciones tomaremos como positivas las horarias “mano izquierda”.- Por ello, y dadas las ca-
racteristicas del vector © y del vector posicién AO del centro de rotacion respecto al punto consi-
derado, se puede expresar vectorialmente el desplazamiento Sa y sus componentes escalares verti-

cal M, y horizontal &, :
i ] K
AOAB=| xg=Xs Yo—¥a O
0 0 -0

gA =

Por ser:

¢ El desplazamiento Sa perpendicular al plano definido por el punto A y el vector rotacién 0.

e Su intensidad 8, resulta la obtenida mds arriba ya que el dngulo formado por los dos vectores
factores es recto y su seno igual a uno.-

e Larotacién 6 se coloca con signo negativo para adecuar la convencién de signos a utilizar con
la terna de ejes dextrégiros fijado para el célculo vectorial.-

La expresion anterior nos dice que el desplazamiento que efectiia un punto cualquiera de una
chapa rigida en virtud de una rotacion infinitésima en su plano es igual al momento del vector
rotacion respecto al punto considerado.- Desarrollando el determinante resulta:
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_ . _ Ea=—(Yo—Ya)0=(yr —Y0)-0
Oa=-(Yo-ya)-0 1 +(Xo-%xa).0 j con: 1)

Na = (Xg—X4).0=—(x, —X().0

A estas componentes del desplazamiento i del punto se las denomina, abreviada pero no co-
rrectamente, como desplazamiento horizontal y vertical del punto A.-

9.7.1.2.- Diagramas de desplazamientos debidos a una rotacion.-

i
Y Sea ahora la chapa de la figura 9.11., que

experimenta una rotacion horaria 6 alrededor
S

del polo O.- Siendo la chapa rigida, la rota-
cién O tiene el mismo valor para cualquiera
04/ de sus puntos, y por las (1), los valores de &,
0 y de M4 son proporcionales a (ya -yo) y a
(xa -Xo) respectivamente.- Esto significa que
el desplazamiento horizontal, o vertical, de
un punto cualquiera de una chapa rigida
que experimente una rotacion 9 es igual al
@ producto de la intensidad de ésta por la
distancia vertical (y4 - yo ), u horizontal ( x,

-Xxy ) desde el punto al polo O.-

90°

Como para todos los puntos de la chapa si-
tuados sobre una recta horizontal, o vertical,
sus distancias vertical (ya - Yo), u horizontal
(Xa - Xp), al polo son iguales, resultardn tam-
bién iguales sus corrimientos horizontal (o
vertical).- De esto y de la proporcionalidad
dada por las expresiones (1), resultard ade-
mas que el diagrama representativo de los
desplazamientos verticales (u horizontales)
de todos los puntos de la chapa rigida serd
lineal quedando representados ambos dia-
gramas de desplazamientos por lineas rec-
tas.-

L

F Q. 911 Si a la chapa S le aplicamos un rotacién infi-
nitésima 6, se pueden trazar los diagramas
de desplazamientos verticales y horizontales de sus puntos cuando se conoce el polo O (Xo , yo) y la

posicién de un punto A (xa , ya).- Efectivamente, dibujada la chapa a escala del tipo “me"‘%cm s

sobre una recta de referencia cualquiera, figura 9.11.(a), proyectamos el polo O en Oy’ y el punto A
en Ay’.- A partir de éste llevamos verticalmente un segmento arbitrario Ay’ A.’ representativo del
desplazamiento M, ; como el polo O no experimenta desplazamiento alguno, uniendo Oy’ con A’
tendremos representado un diagrama que determina la relacién existente entre los desplazamientos
de los diversos puntos de la chapa y que satisface los requisitos necesarios para su aplicacién al tra-
zado de lineas de influencia.- No estd determinada ni la escala de desplazamientos ni el valor de la
rotacién 0.-Si hubiese necesidad de precisarlos se parte de la expresion :

0= Ma  __ A'()A;(cm).(Esc.desplazamientos)

XA — X (x5 — Xg)(Esclongitudes)
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Se establece las escala de desplazamientos de acuerdo a las necesidades gréficas, se mide el seg-
mento Ay’A.’ en centimetros, se efectian las operaciones indicadas en la expresién y se tiene de-
terminado el valor de la rotacién.-

El sentido de M, surgird del sentido del vector desplazamiento 5, y éste, del sentido de la rotacién
0 y de la posicién del punto respecto al polo.-

Para el diagrama de desplazamientos horizontales & , figura 9.11.(b), se toma una recta de referen-
cia Oy’ Ay” perpendicular a Oy’Ay .- La recta Oy” A" , perpendicular Oy’ A.’, determina los des-
plazamientos horizontales &.- Efectivamente, los tridngulos Ay’Oy’A.” y A¢’ Oy’ A.” son semejan-
tes, por lo tanto:

&.,_A_ Ya—Yo

Na Xa = Xo
Como resulta de dividir una por la otra las ecuaciones (1).-

Demostraremos ahora que el dngulo A O A, determinado por las dos rectas nos da la rotacién
0 de la chapa, sea cual fuese la inclinacidn de la recta de referencia Oy’ Ay’.- Efectivamente, fo-
memos en primer término la recta de referencia en posicion horizontal, figura 9.11.(c), si se des-
peja 0 en la segunda de las (1) y recordando que se trata de rotaciones infinitésimas, se tiene:

MNa

XA —Xp

0=-

Observando la figura y trabajando con valores absolutos, se establece que:

oAy AoA Esc.despl. Jlong.
Tang ang (A 0,A,) = 07% _ Na /Esc.desp -9 Esc.long.
OyA, (x4 —xg)/Esc.long.  Esc.despl.

oy B constituyen el nimero de metros representados en un centimetro de longitud del dibujo; pero
como las longitudes de la estructura representadas en el grafico son del orden de los metros y en
cambio, las de los desplazamientos son del orden de las diez milésimas del metro, para obtener una
figura en que ambas dimensiones sean del orden de los centimetros es necesario que ¢ sea mucho
mayor que 3, del orden de las diez mil veces.- En consecuencia, la expresién anterior nos dice que
la tangente trigonométrica del dngulo dibujado representa, muy ampliada, la rotacion © su-
puesta infinitésima, o su igual tang 6.- Indudablemente que podemos adoptar como unidad de me-
dida de los desplazamientos el milimetro (o 10’1mm.) en lugar del metro, con la ventaja de mayor
concordancia entre la unidad y su magnitud; se ha adoptado el metro al sélo objeto de una mas cla-
ra evidencia de la ampliacién de la rotacién ©.-

Se toma, en figura 9.11.(d), la recta de referencia Oy’Ay’ con una inclinacion cualquiera; omi-
tiendo escribir las escalas por las razones ya dadas y trabajando con valores absolutos, se tendra:

AA, AA, _ AyA, _ A

€
XpA —Xg XpA~—Xg Xpa~—Xg Xa~—Xp

Tang @ - tang y = =0 = tangd

Efectuando un razonamiento andlogo para los corrimientos horizontales, resulta:
Ma=-(Xa-%p). 6 y Ea=(ya—Y0)- 0

Recuérdese finalmente que el uso del término desplazamiento vertical u horizontal de un punto
no es otra cosa que la designacion abreviada de las componentes vertical u horizontal del des-
plazamiento real del punto.-
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9.7.1.3.- Elacion vertical y horizontal de una chapa.-

Si se da una rotacién a una chapa pasa de una posicién (S) a otra (S’); como consecuencia de ello,
todos sus puntos experimentan una transformacién biunivoca de su posicién compatible con la
condiciones que imponen sus vinculos: inmovilidad del polo O e invariabilidad de las distancias
entre ellos (rigidez).-

Si imaginamos ahora que todos los puntos de la chapa de la figura 9.11, experimentan primero los
corrimientos verticales (proporcionales a sus distancias horizontales al polo), y luego los corri-
mientos horizontales (proporcionales a sus distancias verticales al polo), la chapa pasaria de la po-
sicién (S) a la (S’) igual que con la rotacién 6.- Pero estas dos transformaciones de la posicién de
los puntos de la chapa son imaginarias, pues no son compatibles con sus vinculos, razén por la cual
se les asigna designacion especial:

e Elacion vertical, a la transformacién imaginaria, biunivoca, por efecto de la cual todos los
puntos experimentan desplazamientos verticales proporcionales a sus respectivas distancias ho-
rizontales al polo; se la representa con un vector vertical ubicado en el plano de la chapa y
aplicado en el polo O.-

e Elacion horizontal, a la transformacién imaginaria, biunivoca, por efecto de la cual todos sus
puntos experimentan corrimientos horizontales, proporcionales a las distancias verticales al
polo O; se la representa con un vector horizontal, coplanar con la chapa, aplicado también en
dicho polo.-

Si recordamos las expresiones de los corrimientos verticales (u horizontales) de un punto A de la
chapa cuando se le da una rotacién 6

MNa = - (Xa - X0).0 y &A = (Ya-Y0)-0

observamos que son respectivamente iguales al momento de la elacion 0 vertical (u horizontal) res-
pecto al punto A considerado.- En consecuencia, el trazado del diagrama de desplazamientos ver-
ticales correspondientes a una rotacion 0 coincide con la representacion grdfica de una elacion
vertical de intensidad 0; lo mismo es vdlido para los diagramas de desplazamientos horizontales
y la elacion horizontal.-

Dado que el mismo valor angular 6 define la intensidad de la rotacién y de sus elaciones, es fre-
cuente utilizar ambos términos en forma indistinta.- Conceptualmente debe tenerse presente la
esencia de las diferencias que se han expuesto: La rotacién es un cambio real de posicioén en el es-
pacio, las elaciones consisten en cambios imaginarios no compatibles con sus vinculos fisicos.-

9.7.1.4.- Determinacion de polos en sistemas vinculados de un grado de libertad.-

Se acaba de ver que para trazar los diagramas de las compo-
nentes vertical u horizontal de los desplazamientos de los
puntos de una chapa rigida es necesario conocer la posicion
de un punto y la rotacién de la chapa, es decir su polo, inten-
sidad y sentido.- Nos ocuparemos ahora de la determinacién
de los polos o centros de rotacién en los sistemas formados
of Q q1p por una o mas chapas cuando poseen un grado de libertad.-

Si se trata de un sistema constituido por una chapa, tendrd un grado de libertad cuando posea sélo
dos vinculos simple a tierra, figura 9.12.- En caso de tratarse de un apoyo fijo el polo coincide con
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su articulacién A.- Si se trata de dos apoyos mdviles A y B, como estos posibilitan sélo los despla-
zamientos 8, y O indicados, en la interseccién de las normales a estos estard el polo O.-

Tomemos ahora , figura 9.13, una cadena cinemdtica de dos
chapas con un grado de libertad y articulacién relativa real
en A, .- La chapa S; por tener el punto A fijo s6lo puede
rotar alrededor de él, o sea que O, coincide con A.- En la
chapa S; los vinculos determinan la direccién del desplaza-
miento de dos de sus puntos: A;, y B; en la interseccién de
las normales a dichos desplazamientos estd O,_ Observando =15=0
la posicién de O, O, y A, se puede establecer la siguiente ' 2
regla: Los polos absolutos O; y O, de dos chapas adya-

centes se encuentran alineados con el polo relativo de am- Fig. 213

bas, la articulacion intermedia A;.; .-

Oz

Esta regla que se ha evidenciado para una cadena de dos chapas es general para cualquier cadena
de un grado de libertad sea cual fuese el nimero de sus chapas.- Recordemos ademds que se defi-
nia como articulacion relativa entre dos chapas de una cadena cinemdtica al punto alrededor
del cual rota una de ellas cuando la otra se considera fija.-

A3

Sean ahora las cadenas cinemadticas formadas por
dos chapas vinculadas con dos bielas que se ilustran
en la figura 9.14.; poseen un grado de libertad y sus
articulaciones relativas son ficticias, propia en un
caso e impropia en el otro.- En ambas se puede ob-
servar la determinacién de los polos de las chapas,
aplicando los conceptos explicados en los casos pre-
cedentes.- La variante se presenta cuando las bielas
de enlace entre las dos chapas son paralelas, en cuyo
caso la articulacion relativa es impropia (el punto
impropio de la direccién de los ejes de las bielas) ;
para unir O; con A(;,.. se traza por O; un recta pa-
ralela a las bielas : la interseccion de esta recta con
la normal al apoyo C determina el polo O, .-

Si consideramos las bielas que vinculan S; con S,
como chapas (S3) y (S4) se tiene una cadena cine-
matica cerrada de un grado de libertad que permite
establecer, al observar las figuras, una nueva regla para la determinacién de los polos: El polo re-
lativo A;., entre dos chapas no consecutivas S; y S, ligadas entre si mediante una chapa in-
termedia (S; ), se encuentra alineado con los polos respectivos O; y O, y con las articulaciones
intermedias A;.; y Ay .-

Esta regla la utilizamos para de-
terminar la articulacién relativa
A;; en la cadena cinemadtica
abierta de tres chapas y un grado
de libertad de la figura 9.15, don-
de se observa que las articulacio-
nes relativas son todas reales, a
excepcion de A3 .-
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Finalmente, en la figura 9.16., se representa una cadena cinemdtica de cuatro chapas, un grado de
libertad, articulaciones relativas reales y ficticias, propias e impropias, en la cual se han ubicado los
polos aplicando las reglas enunciadas.-

N2

AN

Tig. 9.16

€99

En sintesis, una cadena cinematica, abierta (o cerrada), de “n” chapas tiene n+2 (o n) grados de li-
bertad.- Impuestas a la cadena n+1 (o n-1) condiciones de vinculo, le quedard un solo grado de li-
bertad, en virtud del cual cada una de las chapas podra girar alrededor de un polo cuya posicién
queda determinada por los procedimientos explicados.- Conocidos los polos, dando una rotacién
arbitraria 0; a la chapa S; , quedan determinadas las rotaciones en todas las demds chapas de la ca-
dena y, por lo tanto, definido el diagrama de desplazamientos verticales y horizontales debidos a
dicha rotacién 6; .- Veamos como se trazan estos diagramas.-

9.7.1.5.- Diagramas de desplazamientos de una cadena cinematica de un grado de libertad.-

Sea la cadena cinematica de dos chapas y un grado de libertad representada en la figura 9.17.- Por
ser A una articulacién fija coincidird con el polo O; de la chapa S,.- El polo O, de la chapa S, es-
tard alineado con O; y A, , y se encuentra sobre la normal al apoyo mévil pasante por B.-

Imaginemos una rotacién infinitésima positiva 0, alrededor de su polo; la chapa S, por accién del
enlace A, experimentard una rotaciéon 0, alrededor de O, .- A continuacién se trazaran los dia-
gramas de desplazamientos verticales y horizontales producidos por la rotacion 0; en la cadena
de dos chapas con articulacion relativa real representada en la figura 9.17.-

Sobre una recta horizontal de referencia se proyectan en O,’, A;,’, O, los polos absolutos y relati-
vo de las chapas ; por O, se traza la recta O,’(A,,’). bajo un dngulo cualquiera que representard la
intensidad de rotacién 0, .- Esta recta, referida a M’N’, constituird la elacién vertical de la chapa
S; y la denominamos (S;’). ; el segmento A’ (A;’). serd el desplazamiento vertical de la articu-
lacién A, que vale:

M2 =-61 (X2 -Xp)

La elacién vertical (S,’). de la chapa S, queda determinada por dos de sus puntos: (A;5’). ¥ O2’ y
la intensidad de la rotacién alrededor de O, estd dada por el dngulo 6, respecto a M’N’.- El dia-
grama de desplazamientos verticales de la cadena se extenderd desde M’ hasta N’, proyecciones
verticales tangentes de los extremos M y N de las chapas de la cadena.-

Para el diagrama de desplazamientos horizontales puede repetirse el procedimiento empleado para
los verticales con la diferencia que las proyecciones son ahora horizontales.- Resulta mas simple
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tomar O,”0,” L O,°0;’ y trazar por O;” la elacién horizontal de la chapa S; perpendicular a la
vertical, o sea: (S;”)e L (Si’)e ;yparalachapaS,, su elacién horizontal serd perpendicular a la
vertical, es decir : (S5”). L (S5')e. .-

e ~—
6, N
S5 B
.
) £,
A 61*2 A172
S
M 0 (S;"e
Afol ; N 0
1
, , (e N
M’'e Oi Al*Z OE 9‘2
M’ ‘ ,
N

Fig. 9.17

Frecuentemente en el trazado de lineas de influencia se necesita poner en evidencia el desplaza-
miento relativo de una chapa respecto a otra; para ello se concibe el diagrama de desplazamientos
anterior, efectuado bajo la siguiente secuencia : se considera las chapas S, y S, rigidamente vincu-
ladas entre si comportdndose como chapa tnica enlazada a tierra en el apoyo A solamente; se la
hace girar alrededor del polo O, , con lo que se obtendria el diagrama M.’N*” referido al eje M’N’
en el cual la chapa S, estaria representada por el segmento (A, ’). N”’.- A continuacién se resti-
tuye la articulacién A, y se hace girar la chapa S, alrededor de ella hasta llevarla a su posicién
definitiva representada en el diagrama por la recta (S,’). determinada por los puntos (A;;’). y la
proyeccién del polo O;’.- Este segundo desplazamiento serd, por definicidn, el desplazamiento re-
lativo de S, respecto a S; , consistente en una rotacion relativa alrededor de A, , que designamos
0,.; (rotacién de la chapa S, respecto a S;), estd representada en el diagrama por el dngulo que va
desde (S;’). hasta (S;’). .- De la figura 9.17. se deduce que serd negativa y su valor absoluto vale

0. = 0,+6,

Consideremos ahora la cadena de dos chapas, S; y S, , con articulacion ficticia A;., entre ellas
y los apoyos moviles A By C, figura 9.18.- El polo de la chapa S; queda determinado por la inter-
seccidén de las normales a los apoyos A y B ; el polo O, de la chapa S, estd sobre la normal al apoyo
C y alineado con los puntos O; y A, .- Sobre un eje horizontal, M’T’, se proyectan verticalmente
los polos O, 0, yAj2en Oy, 0 y Ay, -

Por O,’ se traza la recta O;’(A’|,). = (S;’) bajo un dngulo cualquiera que, referida a M’T’, repre-
sentard la intensidad de la elacién vertical 0,, arbitraria, que hemos aplicado a la chapa S;; el dia-
grama es vdlido entre los puntos M.’ y N, situados sobre las verticales tangentes pasantes por los
extremos M y N de la chapa.- Respecto a la chapa S, , el segmento de recta pasante por (A7) y
por O,’ determinado por las verticales tangentes a la chapa, constituird el diagrama de desplaza-
mientos verticales producido por una elacién de intensidad 6, de la chapa S,.-
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Considerada la biela S; como una chapa, es inmediata la determinacién del diagrama de despla-
zamientos verticales de los puntos que le pertenecen.- En efecto, son conocidos los desplazamientos
de dos de sus puntos, A;; y A,3 por pertenecer también a las chapas S; y S, respectivamente; la
chapa S; girard alrededor de un cierto polo, y los desplazamientos verticales de sus puntos serdn
proporcionales a sus distancias horizontales a dicho polo, variando por lo tanto linealmente desde
A3 hasta A, ; .- El diagrama respectivo estard dado por el segmento de recta (A;3)e (Az3')e =
(S5°)e referida al eje M'T’.- Como el polo de S; debe estar alineado con O, y A;_; por una parte, y
por otra con O, y A, 3, su interseccion serd O; : si la construccién es prolija , la recta (S;’), concu-
rrird a un punto con el eje M’T’ y la vertical pasante por O; .-

Sea ahora el caso en que la articulacion, a mds de ser ficticia sea impropia, que se presenta
cuando las bielas de enlace son paralelas, figura 9.19.-

(P12,

0 0%

(Spe e
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En este caso el polo O, de la chapa S, , debiendo estar alineado con O; y A, , se ubicard sobre la
paralela a ambas bielas pasante por O, y su interseccién con la normal al apoyo B.- Por otra parte,
siendo el polo relativo entre S; y S, un punto impropio, el desplazamiento relativo entre ambas
chapas serd una rotacioén alrededor de un punto impropio, es decir, una traslacién.- Por lo tanto
(S1°)e serd paralela a (S,’). , resultando 6, = 0.-

Por lo expuesto el procedimiento constructivo serd el siguiente: se traza un eje de referencia hori-
zontal R’T’, y se proyectan sobre él los polos O; y O, en O;” y O,’.- Por Oy’ se traza (S;’). for-
mando un dngulo cualquiera 0, representativo de la intensidad de la elacién aplicada en el polo O,
a la chapa S, .- La paralela a (S;’). pasante por O,’ serd (S;’). que, referida a R’T’, constituird la
elacién vertical de la chapa S, .-

Sea ahora, figura 9.20, la cadena cinemdtica de cuatro chapas con cinco condiciones de vinculos

04 _

A =

Fig. 9.20

y un grado de libertad.-

El polo O, de la chapa S, es coincidente con la articulacién del apoyo doble A ; del mismo modo y
por igual causa O, =C.-

El polo O, de S, queda determinado por la interseccién de la recta pasante por O; y A;, con la
recta determinada por O; (aln no determinado) y (A,3 ). punto impropio de las bielas paralelas.-
Al no conocer O3 no podemos seguir avanzando de izquierda a derecha, pero si podemos hacerlo
partiendo de O4 hacia la izquierda.- Efectivamente, el polo O; se ubica en la interseccion de la
normal al apoyo mévil B y la recta determinada por los puntos Oy (ya determinado) y Az (articu-
lacién ficticia situada en la interseccion de las bielas de enlace).- Determinado O; se puede com-
pletar la ubicacién de O, que habia quedado inconclusa.- Fijadas las posiciones de los polos se
proyectan verticalmente sobre un eje horizontal de referencia M'N’.-
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Demos ahora una rotacién arbitraria a S; alrededor de O; trazando bajo el dngulo 0, la elacién
(S1”)e pasante por O, .- La elacién vertical de S, queda determinada por dos de sus puntos: O,’ y
(A12")e (posicién en la elacién del punto comun a las chapas S; y S, ) : uniéndolos se obtiene la
elacién (S;;’). .- la paralela a ésta pasante por O;” nos da la elacién (S3’). ya que la articulacién
relativa entre S; y S; es un punto impropio.- Por tltimo la elacién (S,”). de la chapa S4 queda dada
por la recta que une O4’ con el punto (A;z4’). interseccion de (S3’). con el rayo proyectante de Az4.-

Si ahora se desea conocer el desplazamiento 8 de uno cualquiera de los puntos del sistema, K por
ejemplo, se determina en primer término su direccién que sabemos es normal a la recta que une el
punto con el polo.- Desproyectando en esta direccidn la magnitud de la componente vertical my del
diagrama se obtienen la magnitud de 3y y de a( -

9.7.1.6. - Variacion de distancia entre dos puntos de una cadena.-

Sean S; y S; dos chapas consecutivas de una cadena cinemadtica con un grado de libertad, figura
9.21., y sean ya conocidas sus elaciones verticales (S;’). , (S;’)e.- El desplazamiento relativo de la
chapa S; respecto a S; (supuesta fija) es una rotacién alrededor de A;; de intensidad y sentido 0;;
determinado en el diagrama de corrimientos verticales.- Sea M un punto cualquiera de la chapa S; y
N otro perteneciente a la chapa S; ; en la rotacién relativa 6;; el punto M no se desplaza, en cambio
el N experimenta un desplazamiento normal a la direccién Ai; N de intensidad:

SN = NN’ = (Ai_jN) . Gj,i
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Este desplazamiento se puede expresar por dos componentes, una paralela y otra normal a la recta
MN que une ambos puntos:

< = NN = KN+ NN

(2]

La componente normal, NN’”, por ser infinitésima no produce variacién de distancia en la direc-
cién MN.- Por lo tanto, la variacién de distancia del punto N respecto al punto M, An.m quedard
expresada por NN”:

AN-M = NN” = NN’ cos Y= Gj,i (Ai_jN).COS Y= Gj,i .t

Donde “t” es 1a menor distancia del polo relativo de ambas chapas a la recta que une los puntos cu-
ya variacion de distancia queremos conocer ; en sintesis queda que:

AN-M = Gj,i .t

Conocido el diagrama de desplazamientos de una cadena cinemdtica podemos establecer la varia-
cién de distancia entre dos puntos (pertenecientes a chapas cuyo centro relativo conocemos) por el
segmento VT, determinado por las intersecciones de las elaciones de ambas chapas (Si’)e y (Si)e ,
sobre la vertical trazada a la distancia “t” del polo A .- El signo de la variacién de distancia, au-
mento o disminucion, depende del sentido de la rotacion relativa 0j .-

9.7.2.- EL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES.-
9.7.2.1.- Desplazamiento virtual.-

Se entiende por desplazamiento virtual de un
sistema a todo desplazamiento infinitésimo
compatible con sus condiciones de vinculo.- Asi
por ejemplo, el sistema de la figura 9.22. consti- %
tuido por una chapa S articulada en O a un apoyo
fijo, sélo admite como posibles rotaciones alre-
dedor de O.- De modo que, por definicién, toda
rotacién infinitésima alrededor de O serd un Fig. 9.22

desplazamiento virtual.-

De la misma manera el sistema, figura 9.23.,
constituido por una chapa S articulada en A a

un apoyo movil tiene dos desplazamiento infi- // s/
nitésimos posibles o virtuales: una traslacién / //
segun la direccién del apoyo mévil y una rota- (/ //
cién alrededor de A.- Si la chapa estuviese libre A e

podria experimentar tres desplazamientos vir-
tuales: dos traslaciones y una rotacién indepen-
dientes.- Se considerardn solamente los siste- ‘

. Fig 923
mas con un grado de libertad.-

Se ha visto al tratar los sistemas vinculados que las reacciones de vinculo son fuerzas que reemplazan
al vinculo.- De modo tal que, para ponerlas en evidencia manteniendo la equivalencia de sistemas,
debe suprimirse el vinculo y aplicar en su lugar la fuerza que en él originan las cargas.- Sea por
ejemplo, figura 9.24., el sistema constituido por un arco isostdtico sustentado por un apoyo fijoen A'y
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otro mévil en B, bajo la accién de la fuerza P.- Puesta en evidencia la reaccién Ry se obtiene un
sistema en equilibrio consistente en una chapa con un grado de libertad bajo la accién de P y de Rg.-
A este mecanismo se le puede dar un solo desplazamiento virtual consistente en una rotacién alrede-
dor del polo O coincidente con A.-

B B

2 Rs

Fig. 9.24

Del mismo modo el sistema de dos chapas atirantadas indicado en la figura 9.25. es isostdtico.- Si
aplicamos una fuerza P se originard en la barra MN un esfuerzo T que constituye la interaccién entre
las chapas.- Cortada la barra MN para mantener el equilibrio es necesario aplicar en M y en N dos
fuerzas iguales y opuesta T que constituyen la reaccién interna de la barra MN: se tiene una cadena
con un grado de libertad en equilibrio, a la que se le puede dar un desplazamiento virtual.-

Fig. 9.25

Observemos que en los dos casos expuestos los desplazamientos virtuales pueden efectuarse en uno u
otro sentido: el desplazamiento es reversible y el vinculo que lo permite se designa bilateral.- Si los
desplazamientos no fuesen reversibles los vinculos se designan unilaterales.- Todos los vinculos usa-
dos en construcciones se comportan como bilaterales.-

9.7.2.2.- Trabajo mecanico.-
A Se desarrollan a continuacién las expresiones que nos dan el trabajo
mecénico efectuado por fuerzas o por pares de fuerzas cuando los siste-
mas en que estdn aplicados experimentan desplazamientos.- Recordemos
en primer término la definicién de trabajo mecdnico:

Sea la fuerza P aplicada al punto A que, tras un desplazamiento, pasa a
ocupar la posicién A’, figura 9.26..- Si el vector AA'=38 esel despla-

‘ zamiento del punto A se define como trabajo mecdnico efectuado por la
Fi g 2.26 fuerza P al experimentar el desplazamiento & al producto escalar de
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la fuerza por el desplazamiento de su punto de aplicacion es decir que:

W= Px 8=P.8.cosh=Pa

El trabajo mecdnico es una magnitud escalar dada, segtn la dltima expresion, por el producto de la
intensidad de la fuerza por el valor de la proyeccion del desplazamiento sobre la direccion de
aquélla o viceversa, el producto del desplazamiento por la proyeccion de la fuerza sobre él .- Sera
positivo si los sentidos de la fuerza y la proyeccién del desplazamiento son coincidentes (negativo en
caso contrario) : esto requiere que el dngulo A que forma la fuerza con el desplazamiento sea menor
de 90°; negativo si A estd comprendido entre 90° y 180°.- Al hablar de trabajo efectuado debe inter-
pretarse tanto trabajo producido como absorbido.-

Sean P; y P, dos de las fuerzas que actiian en una chapa plana que consideramos aplicadas en su
punto de interseccién A, y sea ﬁl,z su resultante, figura 9.27.- Demos un desplazamiento infinitési-
mo a la chapa consistente en una rotacién 0 alrededor de un cierto polo O.- El desplazamiento del
punto A serd normal a la direccién OA y su intensidad valdrd 6 = OA .6.- Llamando W, , W, y Wy,
los trabajos de P, , P, y R, respectivamente, al efectuar el desplazamiento 3, se tiene:

W] = P] .S.COS 7\‘1 Wz = Pz .S.COS 7\42 W],z = R],z . S.COS 7\41,2

Sumando las dos primeras : W; + W, =08 (P, cos A; + P, cos A, )

En donde la expresion entre paréntesis es la suma de las proyecciones de las dos fuerzas componentes
sobre la direccién del desplazamiento que es igual a la proyeccién de su resultante sobre esa misma

direccién y cuyo valor es R;., cos A, .- Sustituyendo se tiene:

W] + Wz = S.Rl,z COS 7\41,2 = W],z

Fig. 9.27

Repitiendo el razonamiento con la fuerza R y una tercera fuerza P; que actiie sobre la chapa, y a
la resultante de éstas con una cuarta fuerza P, y asi sucesivamente hasta completar la totalidad de las
fuerzas del sistema, se deduce que: El trabajo producido por un sistema de fuerzas que actiian sobre
una chapa rigida es igual al trabajo de su resultante.-
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Sea que a la chapa S, sobre la actiia un par de fuerzas P y- P, se
le da una rotacién virtual 0 alrededor de O, figura 9.28.- Antes de
la rotacién 0, la recta normal a las fuerzas pasante por el polo O
corta sus rectas de accién en A; y A, que experimentan los des-
plazamientos J; y &, . El trabajo que produce el par de fuerzas en
la rotacién vale:

d W =P, - P§; =P.0.d, - PO.d; =P.6.d =M.0

Fig. 9.28 Es decir que el trabajo efectuado por un par al efectuar una

rotacion virtual la chapa sobre la que estd aplicado, es igual al

momento del par por la intensidad de la rotacion.- Sera positivo si el momento y la rotacién tienen
igual sentido.-

El trabajo efectuado por dos fuerzas iguales y opuestas, figura 9.29., aplicadas en puntos M y N de
chapas integrantes de una cadena de un grado de libertad, se determina suponiendo fija la chapa S;.-
En esta condicion, la fuerza T aplicada en M no trabaja, W valdra:

W= Tx =T 8.cos MNN’ =T.A yy

En donde Ay es la variacién de distancia del punto N
respecto al punto M.- Esta expresiéon nos dice que el
trabajo efectuado por dos fuerzas iguales y opuestas
cuando la cadena sobre la que actian efectia un
desplazamiento virtual es igual al producto de la in-
tensidad de las fuerzas por la variacion de distancia
que experimentan los puntos de aplicacion de las

F‘Q 989 mismas.-

Andlogamente, figura 9.30., si dos pares iguales y opuestos actian sobre dos chapas consecutivas de
una cadena cinemdtica con un grado de libertad, el trabajo efectuado al suponer fija la chapa S, val-
dra:

W=M.92,1

siendo 6,.; la rotacién relativa de S, respecto a S; alrededor de la articulacién relativa A, Por lo
M M tanto, el trabajo efectuado por dos pares
iguales y opuestos aplicados en dos chapas
consecutivas de una cadena cinemdtica de
un grado de libertad que experimenta un
desplazamiento virtual, es igual al pro-
ducto de la intensidad de los pares por la
rotacion relativa experimentada por las
chapas sobre las que actiian.- Recuérdese
que sea cual fuese la posicién de los pares
en sus respectivas chapas, los mismos pue-
den ser trasladados, sin alterar sus efectos,
aplicandolos en la articulacién relativa.-

9.7.2.3.- El principio de los trabajos virtuales.-

Consideremos nuevamente los sistemas isostdticos de las figuras 9.24. y 9.25. solicitados por una o
varias fuerzas.- Al suprimir un vinculo simple sustituyéndolo por la reaccién correspondiente, el
sistema isostdtico se nos ha transformado en una chapa o cadena cinemadtica con un grado de libertad,
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representadas en las figuras indicadas.- Demos un desplazamiento virtual a cualquiera de ellas; los
puntos de aplicacién de las fuerzas experimentardn desplazamientos virtuales y las fuerzas efectuardan
trabajo que llamamos trabajo virtual por corresponder a un desplazamiento de esta naturaleza.- El
principio de los trabajos virtuales expresa que es condicion necesaria y suficiente de equilibrio de
todas las fuerzas que actiian sobre la chapa o cadena cinemdtica con un grado de libertad, que la
suma de los trabajos de todas ellas durante el desplazamiento virtual sea nula (o negativa en caso
de desplazamientos irreversibles).-

Este principio constituye una ley fisica de cardcter universal establecida empiricamente: no se puede
demostrar, sélo es susceptible de comprobacién experimental.- Es general, no presenta excepciones.-

Observemos nuevamente la cadena cinemdtica de la figura 9.24. que permanecerd en reposo ya
que Rg sustituye al apoyo: no habiendo desplazamiento el trabajo de todas las fuerzas serd nulo.- Si
imaginamos que damos un incremento a la intensidad de E manteniendo constante a ﬁB, se produci-
ria el desplazamiento de su punto de aplicacién en el sentido de P: la suma de los trabajos serfa posi-
tiva y el conjunto de fuerzas no estaria en equilibrio.-

Utilizaremos el principio de los trabajos virtuales para el trazado de lineas de influencia por el méto-
do cinematico.- Su aplicacion puede extenderse a la determinacion de cualquiera de las incognitas
estdticas vistas anteriormente.-

9.8.- TRAZADO DE LINEAS DE INFLUENCIA POR EL METODO CINEMATICO.-

En los apartados 9.1. y 9.2. se expuso el concepto de lineas de influencia, su definicion, las diversas
variables que intervenian y sus denominaciones, y en el apartado 9.3. se desarrollé el método estdtico
para el trazado de las mismas.- A continuacién se expone la secuencia de pasos que constituyen el
método cinematico para el trazado de lineas de influencia y, en el apartado 9.9, se efectia su aplica-
cién para diversos casos de estructuras e incognitas estaticas con la finalidad de clarificar conceptos y
ampliar detalles.-

S
A \
b B
L W%WB =(s-35)
| s
| Ux=1 }
|
| A= ‘
iy ’
X | s B
x =L
s
\ |
| A= 0’ |
| ‘ =
0
! 1 m_ =a
B
n
LIV, Rx c1tm
I B Egc‘a(cm)
: Fig. 9.31
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Dado un sistema isostatico para una de cuyas secciones se quiere trazar la linea de influencia de una
determinada magnitud por el método cinematico, se requieren los siguientes pasos, figura 9.31:

1. Representar graficamente a escala el sistema isostdtico en consideracién con demarcacién de la
seccion cuya linea de influencia se quiere trazar.-

2. Someter el sistema a la accién de una carga unitaria mévil, “U* = 17, que podra ser vertical u
horizontal, segiin sea la direccién de las cargas que actuardn sobre la estructura.- En tanto y
cuanto no se especifique otra , la direccién debe entenderse que es vertical.-

3. Transformar el sistema isostdtico en una chapa o cadena cinemdtica de un grado de libertad eli-
minando el vinculo, externo o interno, cuya reaccién se busca conocer, sustituyéndolo por la reac-
cién incégnita.- Con dicho objeto se colocard un mecanismo tal que s6lo permita desplazamientos
de dicha incdgnita.-

4. Determinar los polos de la chapa o cadena cinemdtica de un grado de libertad que se ha formado y
dar un desplazamiento virtual, estableciendo los corrimientos de los puntos de aplicacién de las

[P

fuerzas en equilibrio: “n” de la fuerza unitaria “U* = 1” y “a” de la magnitud incégnita Eg*.- El
desplazamiento de la incognita se lo designa en forma genérica “a” pero, segtin la naturaleza de la
magnitud incégnita, podrd ser: 1) la proyeccién “a” de un desplazamiento sobre la direccién de la
fuerza; 2) la variacién Ayy de distancia entre dos puntos; 3) la rotacién absoluta 6 de una chapa o,
4) la rotacion relativa 0;;de una chapa respecto a otra,.-

5. Plantear la ecuacién del trabajo efectuado por ambas fuerzas cuya suma, por el principio de los

trabajos virtuales, debe ser nula (la fuerza unitaria se introduce con su signo):
-1 +Es*.a=0 1@

6. Despejar la incégnita de esta ecuacion:

E; _n )
a

Que nos expresa que las ordenadas de la linea de influencia buscada estan dadas, en intensidad y
signo, por el cociente entre el corrimiento del punto de aplicacion de la fuerza unitaria y el
desplazamiento del punto de aplicacion de la incognita, cociente en el que ambos desplazamien-
tos deben ser introducidos con su signo.-

Siendo “a” un valor constante, existe proporcionalidad entre la ordenada de influencia Es* en corres-
pondencia con la posicién de la fuerza unitaria, y el desplazamiento vertical 1 del punto de aplicacién
de dicha fuerza.- Consecuentemente, el diagrama de desplazamientos verticales, 1 (u horizontales,
€), cambiado de escala, representa la linea de influencia vertical (u horizontal), de la magnitud
Eg*.- La escala del diagrama de desplazamiento puede ser arbitraria, ya que no interesa su valor ab-
soluto en razén de que en la (2) aparece en el numerador y en el denominador simplificindose, sin
influir en el valor del cociente.-

La escala de la linea de influencia a utilizar para leer el diagrama de desplazamiento debe incluir, a
mds del factor de proporcionalidad 1/a, su dimensién en base a lo expresado en 9.3 y serd:

. . . . dim ension magnitud considerada
Dimension de la linea de influencia = g

dimension fuerza unitaria

Si se toma la fuerza unitaria “U*” como adimensional, la dimension de la linea de influencia
coincidira con la dimensién de la magnitud considerada.- Suponiendo que la fuerza esté expresada
en toneladas y los momentos en toneldmetros, se tendra:

. . . 1 tonelada
Si Eges una fuerza: Escala de la linea de influencia = Tatom)
a(cm
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A , . . 1 tonelametro
Si Eg es un momento: Escala de la linea de influencia = T
a(cm

donde a (cm) es el valor del desplazamiento de la incégnita medido en centimetros.- Por lo tanto para
el caso de que la incdgnita estdtica fuese la reaccién en el apoyo B, su valor sera:

Eg =Rz =n(cm)——
a(cm)

El signo de la magnitud cuya linea de influencia se ha trazado, se vuelca al grifico en corres-
pondencia con la posicion de la fuerza unitaria, y se lo determina estableciendo el signo del co-
ciente entre los desplazamientos de la fuerza unitaria, “n”, y de la incognita, “a”.- El signo de 1
(0 el de &) se establece en base al sentido del eje “y” (o el de ““x”).- Para el signo de “a” se sigue
el mismo criterio pero, dado que el desplazamiento de la incégnita cambia segin cual sea la
magnitud, se expondra mas adelante al tratar el trazado de la linea de influencia de cada una de
ellas.- Tanto “n” como “a” se miden en centimetros.-

9.9.- APLICACIONES: GRAFICAS Y GRAFO-ANALITICAS EN COMBINACION CON
EL METODO ESTATICO.-

9.9.1.- LINEA DE INFLUENCIA DE REACCIONES DE VINCULOS EXTERNOS.-

Sea un arco simplemente apoyado, figura 9.32(a), para el cual se quiere trazar la linea de influencia
vertical de la reaccion en el apoyo mévil B.- Ejecutamos los pasos 1 y 2 detallados en el apartado
9.8 , y sustituimos el apoyo mévil por Rg* ; de ella conocemos la direccién y le asignamos sentido

supuesto hacia arriba (que tomamos como positivo ya que su proyeccion sobre el eje “y” es del sentido
adoptado como positivo para ese eje) .-

Recordemos las reglas de signos que hemos adoptado:

® Fuerzas y desplazamientos horizontales positivos: + —
® Fuerzas y desplazamientos verticales positivos: +7
e Momentos y rotaciones positivos: + J

Determinamos el polo de la chapa , O = A, y damos la elacién vertical arbitraria 0; se traza el dia-
grama de desplazamientos verticales del cual se obtiene el desplazamiento 1 de la fuerza unitaria yla
componente vertical g del desplazamiento g del punto B.- Dado que de éste conocemos su direc-
cién, perpendicular a OB, desproyectamos Tjp segln la direccién de 85 con lo que se conoce este
vector en intensidad direccién y sentido.- Ahora proyectamos el desplazamiento del punto B sobre la

direccion de la incégnita Rg* , y se obtiene la proyeccién “a” requerida para aplicar el principio de
los trabajos virtuales.-

Como ya se dijo en el apartado anterior, la linea de influencia vertical de Rg* (L.I.V. de Rg*) es decir
el valor de la reaccién en el apoyo B para cualquier posicién “x” de la carga unitaria, expresado ahora
en kilonewton por ejemplo, estd dado por:

* 1kN
Ry kN) = n(cm)——
a(cm)
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Esc LLV. R¥ o

Fig. 9.32C0

Establezcamos ahora el signo de la L.I.V. de Rg* de acuerdo a lo dicho en el apartado 9.8.- Se tiene:
n<o0 ; a<o0 ﬂ>0 - Rg*> 0

El sentido supuesto para la reaccién en B es correcto y se coloca el signo (+) en correspondencia con
la posicién de la fuerza unitaria para la que se hizo el andlisis, con independencia de que el drea
afectada por él se encuentre por arriba o por abajo de la base de la L.I.V. de Rg* .- Este signo afecta a
toda drea ubicada en igual posicion respecto al eje de referencia; las dreas situadas al otro lado de éste
llevan signo opuesto.-

Siempre resulta prdctico y objetivo verificar el signo obtenido con la ecuacion de trabajo virtual .-
Como la suma del trabajo efectuado por la fuerza unitaria y él de la incgnita debe ser cero, necesa-
riamente si el primero es positivo, el segundo serd negativo, y viceversa.- Observando la L.I.V. de
Rp* y considerando el signo supuesto a la incdgnita se tiene:

e Trabajo de la fuerza unitaria > 0 por ser nyU* deigual sentido.-

e Trabajo de la fuerza incégnita < 0 por ser Rp* y “a” de sentidos opuestos.-
Confirmando de esta forma el signo obtenido anteriormente.-

Al observar esta linea de influencia vemos que el valor de la reaccién es nulo en el apoyo A, crece
linealmente con la abscisa X, y alcanza su médximo en correspondencia con el apoyo B.- Esto nos
expresa que, conocida la forma del diagrama de desplazamientos, es posible el trazado por puntos de
la L.IV. de Rg* por el método estdtico calculando solamente el valor de la reaccién en B cuando la
carga unitaria se encuentra en la vertical de este apoyo.- Ello es asi porque el diagrama es una recta y,
en correspondencia con el polo de rotacidn, la ordenada es nula.-
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Para ello, figura 9.32(b), se traza el D.C.L. de la estructura con la carga unitaria situada sobre el
apoyo B para el cual x =L.- De la ecuacién de equilibrio

+d Y M, =1.L-Rg*.senP.L + Rg*.cosp.h =0
Se despeja
N
L.senf —hcosf

Expresion que da, en intensidad y signo, el valor de Rg* cuando U* actda en la vertical del apoyo B.-

Fig. 9.320

El valor numérico resultante y su signo se vuelcan en el grafico en correspondencia con la posicion de
la carga unitaria.- Como es evidente este grafico no requiere precisién ya que, teniendo el valor nu-
[

mérico de la reaccion en la respectiva ordenada la interpolacién analitica para cualquier valor de “x
resulta mds expeditiva y precisa que cualquier procedimiento gréfico.-

Cabe agregar que si el apoyo mévil fuese horizontal, como en la figura 9.31, el problema se simplifica
ya que al ser B = 90° el desplazamiento g del punto B coincide con su componente vertical Mg , con
la direccién de la reaccién y con la proyeccién “a” sobre esta ultima.- La simplificacién es mayor ain

si se combina con el método estdtico pues al ser sen B=1y cos B=0 resulta R; =1-

Para trazar la linea de influencia de la componente vertical de una reaccion de apoyo fijo, el me-
canismo que permite el desplazamiento de la incdgnita en su direccién consiste en sustituir el apoyo
fijo por uno mévil cuya direccion posibilita ese desplazamiento, figura 9.33.- Se realizan los pasos 1y
2 del apartado 9.8. y se determina el polo; se da un desplazamiento virtual a la cadena de un grado de
libertad y se establecen 1M y mMa, coincidente ahora con “a”.- Se completa el trazado con la fijacién
de la escala de influencia y determinacién de signo como en el caso anterior.- La validez de la L.I.V.
de V,* va desde la vertical de A hasta la de B.-

259



~
Estdtica aplicada =

Trazado el diagrama de desplazamientos, mediante el método estético se puede establecer el valor de
la ordenada M4 de la L.I.LV de V,* , y como se conoce la posicién de O’ para el cual la ordenada es
nula, la linea de influencia queda determinada.- Para ello se traza el D.C.L. con la fuerza unitaria
aplicada en el apoyo A, y se plantea:

+d Y My = Rg.d=0 ; siendo d# 0 resulta : R;:O y H;:H;:o
+J Y Mg =V,*L-1L=0 Porlotanto V,*=1=m4

La interpolacién analitica es muy simple teniendo presente que O’B’ = h tg (B - 90°).- Los valores
numéricos de Ma y de ng se vuelcan directamente al grafico de la L.IV. de V*.-

1
H————] Ux=1
B
T )
A Hx =0 D.C.Lix=0
4 > L Al vx=1
A
13
S -
A ! % L —Ahtgp-o0
Vk
A
n
1
‘ B! o
n
n,=a i
(Spe LLV. VX
Esc L.LV. \/* Q(lctm)
Fig. 9.33
El trazado de la L.1.V. del momento de empotramiento de una viga de este tipo, figura 9.34, se
Ux=1 realiza sustituyendo el empotramiento en A por un apoyo
A 5 doble que permitird las rotaciones 0 alrededor de dicho
%I punto.- El trazado gréfico se ejecuta como en los casos
\

anteriores presentando como novedad la determinacién del

| Ux=1 . .
valor del desplazamiento “a” correspondiente a la rotacion

113 ”

[T}

vando horizontalmente y en sentido de las “x” positivas a
L.LV.m, Esq Q<Cm> partir del polo O’ del diagrama de desplazamientos, un

A radio de longitud unitaria (en la misma escala y unidad
I dimensional en que se ha representado el sistema): la or-

denada del diagrama asi determinada nos da el denomina-

X

|
[
[
[
m B
AQ;)A 1 0 de la incégnita MA*.- Graficamente se lo obtiene lle-
4 [
[
[

U*=1 dor “a” que se lleva a la escala de influencia.- Efectiva-
— m
=0 )\h * peoim, x= . mente, siendo una rotacién infinitésima, serd:
/
V¥
A a
L 0 =tang 0 =T =a
\ \

113 ”

0 El signo de es el de la rotacién 0.- La escala de in-

W L fluencia y su signo se establecen de acuerdo a lo expresado

VM, en el apartado 9.8.- A partir de la (2) del apartado 9.8. se
tiene:
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n<o ; 6>0 g<0 - ma*<0

Verificando con la (1), se tiene:

e Trabajo de la fuerza unitaria > 0 por tener ny U* sentidos coincidentes
® Trabajo del par incégnita <0 por tener 0 y Ma*  sentidos opuestos

El sentido supuesto para el par es correcto: IMa* < 0.-

Para aplicar el método analitico observamos el diagrama de desplazamientos, el que en muchos casos
puede ser simplemente croquisado, y deducimos que cuando U* = 1 estd ubicada en el empotramiento
A su influencia es nula, en cambio es maxima cuando se sitia sobre el extremo B.- Trazamos el
D.C.L. para este estado de carga y se tiene:

+TYXYY=0 . Vpa*=1 ; +d YMa=-Mp*+1L=0 . Mmp*=1L

El signo que le hemos supuesto al momento de empotramiento se verifica; por lo tanto lo volcamos en

la L.I.V. de MA* y colocamos, en la ordenada correspondiente al extremo B, el valor numérico obte-
nido cuya dimensién serd la del momento de una fuerza.-

9.9.2.- LINEA DE INFLUENCIA DE ESFUERZOS INTERNOS EN ESTRUCTURAS DE ALMA
LLENA.-

9.9.2.1.- Linea de influencia de momentos flectores.-

Sea el caso sencillo de un viga simplemente apoyada de eje horizontal para cuya seccién s-s se desea
trazar la .L.I.V. de Mg*, figura 9.35.- El procedimiento a seguir es el que se ha utilizado hasta aci,
pero es necesario hacer aclaraciones respecto de la incégnita y su desplazamiento.- El mecanismo que
pone en evidencia la incégnita permitiéndole un desplazamiento virtual, se obtiene introduciendo una
articulacién en correspondencia con la seccién considerada transformando la estructura isostitica en
una cadena cinemdtica de un grado de libertad.- La incégnita estd indicada por dos cuplas iguales,

Ux=1 Ux=1

Fig. 9.35

261



~
Estdtica aplicada =

opuestas, que representan el momento flector en la seccién s-s supuesto positivo: su desplazamiento
estd dado por la rotacidn relativa de una chapa respecto a la otra, 6,.;.- Si al conjunto de las dos cha-
pas (supuestas rigidamente vinculadas) se le da la rotacién 0, , la fuerza unitaria desarrollard el tra-
bajo positivo 1.1m en cambio la incégnita no producird trabajo ya que no hay desplazamiento relativo.-
Si ahora se deja fija la chapa S; y a la chapa S, se la hace rotar alrededor de su centro relativo (la
articulacién que hemos introducido) hasta que su elacién pase por la proyeccién O, del polo de la
chapa S, , queda terminado el diagrama de desplazamientos.-

Obsérvese que en este desplazamiento relativo 0, , de la chapa S, respecto ala S, , la cupla izquier-
da no efectda trabajo alguno efectuandolo solamente la cupla derecha (cupla que define el signo del
momento flector), y que realiza el trabajo Mg*.0,; < O .- El valor numérico de la rotacién relativa
0,.; se obtiene como en el caso anterior por el segmento “a” de ordenada determinada por las inter-
secciones de las rectas correspondientes a las dos elaciones, (S;’). y (S2’) , con la vertical trazada por
el extremo de un radio unitario llevado horizontalmente y hacia la derecha de la proyeccién del polo
relativo sobre el diagrama de desplazamientos.- Su signo es el de la rotacién 0,.; .-

Con “a” y “n” se establece la escala y el signo de la linea de influencia, este dltimo conviene verifi-
carlo con la ecuacién de trabajo.- En la figura 9.35: 11 <0, 0,,<0 ; resultando Mg* > O ; verificando
con la ecuacién de trabajo se tiene: 1.1 > 0 para el trabajo de la fuerza unitaria, y Mg*0,.; < 0 para el
trabajo del par incégnita, lo que verifica el signo positivo supuesto.-

Conocido el diagrama de desplazamiento, se observa que sélo hay que determinar el momento Mg*
cuando la fuerza unitaria actia en correspondencia con la seccidn: se traza el D.C.L., se calculan las
reacciones de apoyo y luego el momento flector en la seccién considerada; este valor constituird la
ordenada de la L.I.V buscada.-

Si se tiene ahora el sistema de la figura 9.36, se sigue el proceso que se ha descripto en los casos ante-
riores, como surge del andlisis de dicha figura.- Nos limitaremos a explicar el método combinado.-

%XS (xs—ys ctg @

Fig. 9.36

Trazado el diagrama de desplazamientos verticales se observa que el polo O, coincide con B, por ello
la ordenada de influencia en O, es nula.- Para completar la L.I.V de Mg* se requiere calcular las
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ordenadas en el apoyo A y en correspondencia con la seccién considerada.- Con ese fin se han trazado
los D.C.L. para esas dos posiciones de la fuerza unitaria, y se obtiene:
Para U* =1, sobre el apoyo A, las reacciones valen
Va*=1; Vpg*=0; Hpa*=V,* cotg o= Hg* = cotg .
y la ordenada de la linea de influencia en A, vale:
Ms* = - ys cotg o

Para U* = 1, en correspondencia con la seccién s-s , serd

« L—=x X * * «  (L—xg).cotga
Vo=—=2 1 Vg=-2 ; H,=V,cotga=Hg=—"3"==
A L BT A acotg B L

y la ordenada de la linea de influencia en la seccién s-s vale:

(XS —yS.COthC)

9.9.2.2.- Linea de influencia de esfuerzos cortantes.-

El proceso de trazado del diagrama de desplazamiento es siempre el mismo, pero cabe repetir algunos

conceptos vistos anteriormente y formular algunas aclaraciones.-
Ux=1 Ux=1

‘ )]
|
|
‘ [
| *
;oA
|
|
at
|
n
/N
>
T
no
8\_/
—
‘ I
X
n
X
o
O
=
~
X
Il
X
n
o
X

Fig. 9.37

En primer término recuérdese que del par de fuerzas iguales y opuestas que definen el esfuerzo tan-
gencial en una seccidn, la que actia en la cara derecha del corte es la que determina el signo del
mismo: serd positivo si ella va dirigida hacia arriba o afuera, o si el efecto fisico es tal que las fuerzas
externas tienden a cortar la viga, pilar o arco en la seccién considerada llevando hacia arriba o hacia
afuera la parte izquierda de la estructura, y hacia abajo o adentro la derecha.-

En segundo término, el mecanismo que permite los desplazamientos tangenciales de una cara res-
pecto a la otra, figuras 9.37 y 9.38, se lo concibe formado por dos bielas paralelas doblemente articu-
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ladas a ambas caras de la seccién del corte, y dispuestas perpendiculares al plano de las mismas.-
Légicamente ésta es una concepcion imaginaria ya que se tratarfa de bielas infinitamente cortas pues
ambos planos son coincidentes.-

Obsérvese finalmente que, al ser las bielas paralelas, el centro de rotacién relativo se ubica en el
punto impropio de la direccion del eje de la estructura, o de su tangente en caso de ser éste curvo; el
desplazamiento relativo de una chapa respecto a la otra es una traslacion, y sus elaciones serdn rectas
paralelas pasantes por los polos absolutos de cada una de las chapas.-

Veamos escalas y signos.- En el caso de la viga, figura 9.37, el desplazamiento mg coincide con el
desplazamiento de la incégnita por ser el plano de la seccién y la fuerza unitaria verticales.- No pasa
lo mismo en el caso del arco, figura 9.38, por lo que hay que desproyectar el corrimiento vertical
sobre la direccién del desplazamiento de la incégnita obteniéndose la proyeccién “a”.- Determinado
“a” se tiene la escala de influencia por la que hay que multiplicar los desplazamientos .-

En cuanto al signo, en ambos casos el cociente ul es positivo, lo que determina que la fuerza Qg*
a

derecha (que es la que trabaja durante el desplazamiento relativo) sea mayor que cero, con lo que el
esfuerzo de corte resulta positivo como se ha supuesto.- Este resultado se comprueba aplicando el
principio de los trabajos virtuales: el trabajo de la fuerza unitaria es negativo por lo tanto el trabajo de
la incégnita serd positivo, coincidiendo con lo que se observa en la L.I.V. de Qg*.-

DCL.(x=0

Fig. 9.38

Para aplicar el método estético, consideremos en primer término el caso de la viga de la figura 9.37.-
Observemos el diagrama de desplazamientos verticales: vemos que en correspondencia con los apoyos
ellos son nulos y que los valores extremos (de uno y otro signo) se producen cuando la fuerza unitaria
se encuentra inmediatamente a la izquierda e inmediatamente a la derecha de la seccién considerada.-
El D.C.L. es el mismo para ambas posiciones ya que estdn infinitamente préximas; se tiene:

* L-—x x X
Va=—-> 5 Vg=—*%
A L BT
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Si U*=1 se ubica inmediatamente a la izquierda de s-s con X = Xs, el esfuerzo de corte vale:

L—xs_l__xS

QS(izq) = L L

Y si U*=1 se ubica inmediatamente a la derecha de s-s con X = Xs, el esfuerzo de corte valdra:

* L— XS
QS(der) = —L

Efectuada la resolucién numérica, se vuelcan en el diagrama de desplazamientos los valores con su
dimensioén y signo con lo que se completa el trazado de la L.I.V. de Qg*.-

Veamos el trazado de la L.I.V. de Qs* en el caso del arco de la figura 9.38 , del cual ya conocemos el
diagrama de desplazamientos verticales.- De su observacién se deduce que, como el polo O, coincide
con el apoyo B, para la determinacién de la linea de influencia buscada se necesita conocer el valor
del esfuerzo de corte producido en la seccion s-s cuando U*=1 se ubica sobre el apoyo A y cuando se
sitda inmediatamente a izquierda y derecha de la seccién considerada.- En la parte derecha de la
figura se han trazado los D.C.L de la estructura para las posiciones de la fuerza unitaria indicadas de
los cuales se obtienen las expresiones de los esfuerzos de corte requeridos.- Efectivamente:

Si U*=1 se sitda sobre el apoyo A, con x = 0 se tiene
Va*=1 ; Vg*=0 ; Ha*=Hp*=cotg o o Qg* =cotg 0 . sen Os =MNa
Si U* =1 se ubica sobre la seccién s-s, con X = Xg , sera:

L-x X L
Va= S 5 Vpt=2 ; Hpy*=Hp*=
A L B L A B

—Xg

cotg o,

Si U* = 1 actda inmediatamente a izquierda y derecha de la seccién el esfuerzo de corte vale respecti-
vamente:

* _ Xg Xs
Qs(izg) = TcosocS —cosOig +

COt g0t .SeN Olg =Mgiq)

—Xg

* L- Xs L
QS(der) = L_ COs Qg + cot g, sen Olg :nS(der)

Introducidos los datos que figuran en estas expresiones se obtienen los valores numéricos y signos del
esfuerzo de corte en la seccidn s-s calculados para las diversas posiciones de la fuerza unitaria, los
que se vuelcan en las ordenadas correspondientes del diagrama de desplazamiento; con ello queda
determinada la L.I.V. de Qs* de la estructura dada.- El valor de la abscisa del polo O, puede utilizar-
se para verificar resultados ya sea que haya sido obtenida graficamente -trabajando a escala- o cal-
culada trigonométricamente.-

9.9.2.3.- Lineas de influencia de esfuerzos axiales.-
Sea el portico triarticulado de la figura 9.39; se desea trazar la L.I.V. de Ng* respecto a una seccion s-

s de la columna derecha.- Se practica un corte en el plano transversal de la seccién considerada y se
introduce un mecanismo que permita que la fuerza incégnita se pueda desplazar en su direccion
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efectuando trabajo mecénico; este mecanismo consiste en dos bielas biarticuladas dispuestas paralelas
., . . s . *
al plano de la seccién de corte que funcionaria como dos tubos telescépicos paralelos a Ng .-

En cada cara del corte se aplican dos fuerzas, iguales y opuestas, de intensidad dada por el esfuerzo
normal Ng* que origina la fuerza unitaria; el signo de este esfuerzo lo suponemos positivo producien-
do traccién en las dos partes en que ha quedado dividida la columna.-

Trazamos el diagrama de desplazamientos virtuales en la forma conocida demarcando los corrimien-
tos verticales 1 de la fuerza unitaria y Mg de la incégnita; ms se desproyecta en la direccién de Ng*
obteniéndose en direccién , intensidad y sentido el desplazamiento a de la incégnita, que permite
establecer la escala de la L.I.V. de Ng*.- En la vertical de 1 su signo es:

n<o ; a>0 .- Neo = Ni<o
a
Verificacion:
Trabajo de la fuerza unitaria U*.n >0  (sentidos coincidentes)
Trabajo de la incégnita Ns*.a>0 (sentidos coincidentes)

Esto no es posible ya que su suma debe ser nula; se debe cambiar el sentido positivo supuesto, con-

Ux=1
c
[ C
LIV, & {
|
|
{ S
{ =
|
|
|
X7L7
A 4; { \/A— LXS b
| { .
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{ x \
| |
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| |
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{ . |
.
|
|
|
A=0, l
o
| |
|
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0;=03'
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firmando lo obtenido al dividir n y “a” que dié Ng* < 0.-
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Resolvamos ahora por el método estitico partiendo del diagrama de desplazamientos verticales.- De
su observacion se deduce que las ordenadas de la L.I.V. de Ng* en correspondencia con los apoyos
(polos O,y Os) son nulas, y que para obtener sus valores extremos se debe calcular el esfuerzo axial a
ambos lados de la fuerza unitaria cuando actda sobre la seccién s-s.-

Con U* en la posicién indicada se construye el diagrama de cuerpo libre.- Se tiene:

% X % *
; VB:TS ; Hy=Hy=0

Si U* actda inmediatamente a izquierda y derecha de la seccion, serd en el orden dado:

L—xg

¢ X
N;(izq) = [ —1} senllg = _TS senog < 0

* Xg
Ns(der):TsenocS > 0

Introduciendo en estas expresiones los datos por ellas requeridos, se calculan los valores extremos
numeéricos con sus signos, que se vuelcan en el diagrama de desplazamientos verticales, obteniéndose
la linea de influencia buscada de lectura directa sin necesidad de escala.- Los valores intermedios se
calculan interpolando analiticamente.- Se debe verificar el paralelismo de ambas ramas de la linea de
influencia ya que A3 es un punto impropio.- Esto se puede efectuar analiticamente por semejanza de
tridngulos.-

9.9.3.- LINEA DE INFLUENCIA DEL ESFUERZO EN BARRAS DE RETICULADOS.-
9.9.3.1. - Linea de influencia del esfuerzo en una barra de cordon.-

El esfuerzo, cuya linea de influencia se busca, se pone en evidencia eliminando o cortando la barra en
consideracion.- Para sustituirla se colocan en los nudos extremos dos fuerzas iguales y opuestas, que
designaremos T*, y le supondremos inicialmente signo positivo; éste corresponde al sentido de las
fuerzas alejandose del nudo respectivo originando esfuerzo de traccién en la barra, figura 9.40.-

En la forma conocida se determinan los polos de la cadena cinemdtica y se traza el diagrama de des-
plazamientos verticales- El corrimiento de U* , 1 , se obtiene directamente en su vertical, y el despla-
zamiento de la incégnita, Ay = a, en la forma vista en 9.7.1.6.- Conocido “a” se tiene la escala de
laL.I.V. de T* ; veamos su signo.-

Respecto al corrimiento 1 como esta dirigido hacia abajo es negativo.- Para la variacién de distancia
se procede de la siguiente manera: En el diagrama de desplazamientos observamos el sentido de la
rotacién relativa, 6,.; , de la chapa S, respecto a S; (antihoraria en nuestro caso) que, aplicada a la
chapa S, cuando la S; estd fija, produce un acercamiento de N hacia M.- Este desplazamiento tiene
sentido coincidente con el que supusimos para T* > 0 (traccién) correspondiéndole el mismo signo
que a ésta, positivo.- Se tiene:

N<0 : Aw>0 - M o & T*<0
N-M
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Esto nos dice que el sentido supuesto es erréneo y que la barra trabaja a compresién, lo que es evi-
dente por tratarse de una barra de corddén superior.- No obstante esto, verifiquemos el sentido su-
puesto con la ecuacién de trabajo:

Trabajo de la fuerza unitaria U*n>0 (sentidos coincidentes)
Trabajo de la incégnita T*.Anm > 0 (sentidos coincidentes)

Como esto no es posible debemos cambiar el sentido supuesto y serd: T* <0

Determinada la forma del diagrama de desplazamientos podemos determinar la L.I.V. de T* por
medio del método estético.- Efectivamente, las ordenadas en los apoyos son nulas y el mdximo valor
del esfuerzo en la barra se produce cuando la carga unitaria se ubica sobre la articulacién A, coin-
cidente con el nudo C del reticulado.- Se construye el D.C.L. para esta posicién de U*, y se tiene:

A
* —
\/A:LLXS
X:XS
L
0 | I o
LIv. 1" 2
Y Lixsﬁs
Fig. 9.40
L—-x X
* *
VA:—C ; VB:—C
L L

Si en la estructura practicamos un corte de Ritter vertical por el nudo C, seccionando la barra de cuyo
esfuerzo queremos trazar la linea de influencia, y tomando momento respecto a C de las fuerzas si-
tuadas a la izquierda del corte, se tiene :

L-x

L -
ZiZqMC:TC'XC +T*h=0 .. T*:_ﬁ

Xc
L h
Se vuelcan los valores numéricos y signo al diagrama de desplazamientos y se tiene la L.I.V de T*.-
Se presenta una variante a tener en cuenta si la barra pertenece al cordén por el cual circulan las
cargas ya que, como en estas estructuras generalmente la transmision de ellas es indirecta, la linea de
influencia trazada debe modificarse segtin lo indicado en el apartado 9.6.-
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9.9.3.2.- Linea de influencia del esfuerzo en una barra diagonal.-

Sea la viga Pratt de la figura 9.41 de una de cuyas diagonales, MN, necesitamos la linea de influen-
cia.-. Siguiendo el método cinemdtico no hay variantes respecto al caso anterior.- Analicemos los
signos:

N>0 5 Aww>0 T 50 - T>0
N-M
Verifiquemos con la ecuacién de trabajo:
Trabajo de la fuerza unitaria U*n <0 (Sentidos opuestos)
Trabajo de la incégnita T*Axm> 0 (Sentidos coincidentes)
M
¢
TX
U#=1 Jxel N
C D=N A
> S C D * y
V! LEXC«X:X[% V=L
t L
MooS,
a7 /
// TXA SN/ P // ¢
< \N*M / S/ s A3 ™
1 7/ UxA
/ Vo s S, X *
s \eaﬂ s 7
A=0, } B=0, A B
; Az S o . c D N
\/A:%XD ><:><D 3L
(Spe=(Spe i~ (sye
(Sye & ,
A ; | ’

0; Ll 0 7 \
! ST - 3 L-)/Lseng

, 6., 0=AN-u T*
Spe \1\ LIV, x. /Lsene

Fig. 9.41

Para la posicién indicada de la fuerza unitaria la barra trabaja a traccién, alcanzando su médximo en
correspondencia con el nudo D de la estructura; entre C y D invierte su signo pasando a un minimo
en correspondencia con el nudo C.- Para determinar analiticamente la L.I.V. de T* se construye el
D.C.L y colocando la fuerza unitaria primero en C y luego en D, se calcula el valor de la incgnita
para esas posiciones.- Practicando un corte de Ritter que intercepte la diagonal cuyo esfuerzo se busca
y considerando las fuerzas actuantes a la izquierda del corte, se tiene:

Aplicada U*=1 en el nudo C (x=X¢)

L-x¢ Xc
Z‘,iZqY:T—l—T*sen(p:—T—T*sen(p=0
T#=—_2C

Lsen@

Aplicada U*=1 en el nudo D (x=xp)
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L —
LYY= s D _T*seng =0

TH— L-xp

Lsen@

Los valores numéricos y signos que resultan de introducir los datos del problema en las ecuaciones
anteriores se vuelcan al diagrama de desplazamientos quedando determinada la L.I.V. del esfuerzo en
la diagonal elegida.- Se cierra el cdlculo verificando el paralelismo entre la primera y tercera ramas
de la linea de influencia.-

9.9.4.- LINEA DE INFLUENCIA EN SISTEMAS DE VARIAS CHAPAS.-

Sea la viga Gerber de la figura 9.42.- Se efectuard el trazado de la L.I.V. de M* en una seccién del
primero de sus tres tramos.- Formada la cadena cinemadtica mediante la introduccién de una articula-
cién en la seccidn s-s establecida, se determinan los polos de las cuatro chapas que coinciden con los
cuatro apoyos de la viga.- Con ellos se traza el diagrama de desplazamientos verticales que no ofrece
novedad alguna.- Determinemos los signos para la posicién que se ha fijado a la carga unitaria:

Ux=1

C D
T
2 %
\ |
\ \
\ \
‘ | D=0,

* $
S5 % | Sa %
|
|
| ,
|

A

|
|
|
~r
|
|
|

@ Spe
LIv. M
S
1tm
ESC‘Q(Cm)
DCL.(x=x_>
=
A ° B H c K D
*_L-x s *_x - e
a LIS REfo RC*U RD 0
X=X 2 fos 05 ba 03 ba
Ll LE L3
L%ixg Xg
0 0 0 0
Fig. 9.42
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n>0 : a=16,,<0 -~ <0 - Mi<0

Verificacién con la ecuacién de trabajo

Trabajo de la fuerza unitaria U*n <0 (sentidos opuestos)
Trabajo de la incégnita Ms*.0,.; <0  (sentidos opuestos)

Como esto no es posible, resulta erréneo el sentido supuesto , por lo tanto Mg* < 0.-

Conocido el esquema del diagrama de desplazamientos verticales se lo convierte en L.I.V de Mg*
calculando el momento flector en la seccién s-s cuando la fuerza unitaria actia en correspondencia
con ella.- Esto es asi por cuanto se conoce la posicién de los cuatro polos en coincidencia con los
apoyos, para los cuales la ordenada de la linea de influencia es nula.- Se construye el D.C.L. y se
calculan las reacciones en los apoyos para la carga unitaria actuando en la seccion s-s; se tiene:

Si U* se ubica sobre la seccidn s-s serd:
. L;—x
M; = -1 %S, XS
L,
Este valor se vuelca con su signo en el tramo (1) del diagrama de desplazamientos.- En los tramos (2)
y (3) los valores extremos del momento en la seccién s-s se producen cuando la fuerza unitaria pasa
sobre las articulaciones intermedias pero, como la posicién de las articulaciones es un dato de la geo-

metria de la viga, su célculo por interpolacién analitica resulta elemental.-

9.10.- DIAGRAMAS ENVOLVENTES.-

Demos una visién general a lo expuesto sobre fuerzas reactivas en las estructuras y sus apoyos:

® En los capitulos anteriores se ha desarrollado para diversos tipos de estructuras el trazado de los
diagramas de esfuerzos internos que nos dan, para una determinada posicion fija de la carga, el
valor del esfuerzo interno de que se trate, en todas las secciones de la estructura.-

e Las lineas de influencia, vistas en el presente capitulo, permiten conocer los valores del esfuerzo
que se desarrolla, en una seccion fija preestablecida, cuando la estructura es recorrida por una
carga movil.-

e Permiten asimismo, establecer las posiciones de la carga que originan el mdximo y el minimo
valor del esfuerzo en la seccion considerada.-

Para conocer las condiciones mds desfavorables posibles en cualquier seccién de la estructura, nos
falta establecer un tltimo tipo de diagramas que pasamos a considerar.-

Sea la viga simplemente apoyada de la figura 9.43.a) y sea s-s una seccién para la cual conocemos las

lineas de influencia del momento flector y del esfuerzo de corte.- Sabemos que si ubicamos la car-

ga P

e en correspondencia con la seccidén s-s, se obtendra el mdximo valor posible del momento flector
en ella; este valor lo designamos Mgnsx .-

e inmediatamente a la derecha de la seccién se tendrd el mdximo valor del esfuerzo cortante en la
seccion, que se designa Qspx .-

¢ inmediatamente ala izquierda de ella se origina el minimo valor posible del esfuerzo de corte en
§-S, QSmfn
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Obtenidos estos valores se considera otra

seccidén s’-s’ de la misma viga, figura 9.43.b)

P y se trazan las lineas de influencia del mo-

mento flector y del esfuerzo de corte en ella,

A B se podrdn determinar los valores de los es-

% s o fuerzos mdximos y minimos que se originan
L=xg x en ella: Mg psx » Qs'max » Qs'min --

L.1V. deM:

&) Repitiendo el procedimiento expresado para

un ndmero suficiente de secciones y llevan-

- do, en correspondencia con la respectiva

L= | @ seccion y a partir de un eje de referencia, los

LIV deq® valores mdximos y minimos de un determi-

S L xs nado esfuerzo interno, se obtiene el diagrama

L llamado de mdxima y minima solicitacion o

diagrama envolvente del esfuerzo en consi-

deracion.- Este diagrama permite el calculo,

o la verificacion, de las dimensiones de cual-

quier seccion de la estructura para las solici-

taciones mds peligrosas que puedan presen-

% , tarse en ellas.-
7 i

a

o>

LIV, deM* Las condiciones de cargas accidentales que

@ °  conviene considerar " son las siguientes:

1. Una sola carga P concentrada y mévil, de
intensidad, direccién y sentido constan-

tes;
® L1V deo” 2. Una carga distribuida de intensidad “p”
e o constante que puede ocupar cualquier po-
sicién y variar la longitud cargada como
ser muchedumbres, mercaderias etc. ...;
Fig. 943 3. Un tren moévil de cargas concentradas P,
s E Y s E, que mantienen entre si distancias mutuas invariables.-

[P

Debe tenerse presenta ademds una carga permanente distribuida de intensidad “g” constante corres-
pondiente el peso propio de la estructura y al peso de los elementos constructivo que ella soporta y se
encuentran adheridos a la misma, como ser entrepisos, pisos, techos, cielorrasos tabiques, etc.- Como
estructura consideraremos soélo el caso de la viga simplemente apoyada.-

9.10.1.- DIAGRAMA ENVOLVENTE: CARGA ACCIDENTAL P (concentrada y mévil).-

9.10.1.1.- Diagrama envolvente actuando sélo la carga accidental.-

Prescindamos inicialmente de la carga permanente “g” y consideremos sélo a P, figura 9.44.- La
L.I.V. de Mg* para una seccién genérica s-s indica que el momento flector es maximo cuando P estd
sobre s-s de abscisa Xs, y se tiene, recordando 9.3. y 9.4.:

P(L—Xg).X P.x2
Msmix = PNmax = LS S = LS +P.Xg

La expresion anterior representa una pardbola de segundo grado si se toma x = xg como variable
independiente.- Esta abscisa determina simultdneamente, la posicion de la seccién genérica s-s y la
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de la carga mdvil P que actia sobre ella: sus ordenadas dan para cualquier seccién los valores del
maximo momento flector que en ella se produce.-

Estas ordenadas son nulas en A y By alcanza el méximo PL/j para la carga situada a la mitad de la

luz, xs = Y2 L.- Observemos que si se une S; con A; y B, se obtiene el diagrama de momentos
flectores para P inmdévil sobre s-s.-

En todas las secciones el momento es minimo cuando la viga estd descargada: M, = O.-

Fig. 9.44

Se ha visto que el esfuerzo de corte mdximo en una seccién cualquiera de abscisa Xs , Qsmax € produ-
ce cuando P se ubica inmediatamente a la derecha de s-s, y su valor serd, apartado 9.9.2.2.:

P(L-xg) _ P

QSméx = P'nméx = L - E XS +P

que es la ecuacion de una recta; x = xs varia entre 0 y L; se representa tomando:
para Xs=0 : Qsmx=P y para Xxs=L : Qsmux=0
Esta recta constituye el diagrama envolvente de esfuerzos de corte maximos.-
Qsmi se produce cuando P est4 inmediatamente a la izquierda de s-s, apartado 9.9.2.2. , y se tiene:

P.xg
L

QSml’n = P'Tlml’n = -

ecuacion de una recta que constituye el diagrama envolvente de esfuerzos de corte minimos que se
representa tomando

para  Xs=0 : Qsun=0 y para Xs=L : Qsmmn =-P

Obsérvese que si se traza la vertical S’S” en correspondencia con una seccion cualquiera se obtiene el
diagrama AyA,S’S”B; By correspondiente al esfuerzo de corte originado por P inmovilizada sobre la
seccidn s-s.- Interesa la determinacion de los esfuerzos minimos porque puede ser que, en valor ab-
soluto, superen el valor absoluto del esfuerzo maximo.-
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9.10.1.2.- Diagrama envolvente : carga accidental concentrada mas carga permanente.-

[P

La carga permanente “g” distribuida en toda la luz de la viga produce momentos flectores positivos
representados por el diagrama parabdlico de ordenada maxima gL* / 8, figura 9.45.- Esta pardbola, de

momentos positivos, constituye también el diagrama de Msn, cuando la viga estd descargada.- Su-
mandolo con el diagrama obtenido para la carga accidental concentrada P en el apartado anterior,
determina el diagrama de momentos flectores producidos por la carga accidental mds la permanente,
que vale:

P

S
o I [TT T TIT [T TTTTIITTTT1]
A B

TH77

gLse Qomax By
R gLs2

Q min

Fig. 9.45

_ glxg gxé P(L-xg)xg gxg(L—xg) Pxg(L—Xxg)
Smax — -+ - +
2 2 L 2 L
2
gL PL
8 4
Que es el valor mdximo de los mdximos llamado mdximo maximorum.-

M

Paraxs= 2L vale: Mpsomix =

[TP]

La carga permanente “g” produce esfuerzos cortantes representados por la recta punteada de ordena-
das extremas Y2 gLL ( positivos en la mitad izquierda de la viga y negativos en la derecha).- Sumando
algebraicamente este diagrama con el calculado para la carga accidental P, concentrada y movil, se
obtienen los diagramas totales de mdximas y minimas solicitaciones:

el P(L-xg) L P(L-x¢)

Qsmax =55 T8 +Tszg 5 Xs +TS
_g_L_ _sz_ E_ _sz
QSmm 2 ng L g(z XS L

En las secciones comprendidas entre Ay y H no sélo es positivo Qgpsx Sino que también 1o es Qspin,

[P

porque el esfuerzo cortante positivo debido a la carga permanente “g” es de mayor valor absoluto que
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el negativo originado por P.- En las secciones del tramo By K es negativo no s6lo Qg sino también
Qsmax -- En las secciones del tramo HK se tiene Qsgyx positivo y Qsmm negativo.-

9.10.2.- DIAGRAMA ENVOLVENTE: CARGA ACCIDENTAL “p” (distribuida y maovil).-

9.10.2.1.- Diagrama envolvente actuando sélo la carga accidental “p”.-
La linea de influencia de Mg* para una sec- °

cién cualquiera s-s, indica que cualquier P L J LTI T IO TITITTITTT]
carga que actiie sobre la viga produce en ella > O s . .
momento flector positivo.- Por consiguiente, XH

figura 9.46., el mdximo valor de Mg se pre- | L
senta cuando la viga estd totalmente cargada
sea cual fuese la seccién considerada.- El ®
diagrama de Mg, es el diagrama de mo- .
mentos flectores correspondiente a una carga < pL/8
uniforme total, es decir una pardbola cuadra- pjﬁ EEEEEEEEEEEEEEE!
tica de ordenada méxima pL2/8.- Los mo- % a s B

S

7.
mentos minimos corresponden a la viga des-

cargada y vale: Mgy, = 0.- P jﬁi

7.

La linea de influencia de Qs* para una sec-

cién cualquiera s-s indica que toda carga que f G max

actda a su derecha contribuye a producir un PL/2 Q_max

esfuerzo de corte positivo, mientras que toda i ® Bo

carga situada a la izquierda de s-s origina un A

valor negativo del esfuerzo de corte.- Por ° Q _mTn © pL/2
consiguiente, el valor maximo del esfuerzo de Q min

corte se presenta cuando se carga toda la

longitud de viga situada a la derecha de la Fig. 9.46

seccion s-s y el tramo ubicado a su izquierda

estd descargado: la sobrecarga debe actuar solamente desde la seccién hasta el apoyo B.- El valor
minimo se origina cargando desde el apoyo A hasta la seccién s-s.- Para estos estados de carga sus
respectivas dreas de influencia valen (véase figura 9.43 y apartado 9.5.):

1 (L—xg) (L-xg)?
At = ————> (L= Xg)=———S—
i I T
Ao Xs xS
inf.min 7L S oL

Los diagramas de esfuerzos maximos y minimos, y sus valores extremos serdn:

—xq)2 i = - pL/ _
QSméx = p'Ainf.mzix = M con: S] XS N 0 - QSmax - 2 =R A
2L Si xg=L — Qg =0
Q A pxé Si Xs = 0 - QSmin =0
Smin = P-Ainfmin = — con:
2L Si Xs =L - QSmin :_p% :_RB
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Por consiguiente el diagrama de Qs;sx €s una pardbola cuadrética con el vértice en la vertical del
apoyo B.- El médximo se presenta en el apoyo A cuando la viga esté cargada en toda su luz.- El dia-
grama de Qsp, es también parabdlico y antimétrico de Qspmsx con el vértice en correspondencia con A
y el minimo en B con la viga totalmente cargada.-

Obsérvese que cuando xg = Y2 L, resulta Qgsmax = -Qsmin = pL/ 8 , cargdndose la mitad de la derecha o
de la izquierda, mientras que cuando se carga toda la viga el esfuerzo de corte es nulo.-

9.10.2.2.- Diagrama envolvente: carga accidental distribuida mas carga permanente.-

Los diagramas totales de Qsmsx ¥ Qsmin S€ obtienen sumando algebraicamente el diagrama de esfuer-

[P

zos de corte producidos en la viga con la carga distribuida “g” en toda la luz de la viga con el dia-

grama envolvente de la carga distribuida “p” obtenidos en el apartado anterior (véase parte inferior de
la figura 9.47.- Esas funciones valdrén:

oL p(L—xS)2 L p(L —xg)*
mix — = —X +
Qs S T¥s T g(/z s) oL

2
PXs
QSmm g(/2 - XS) - oL

S

SiA

B

7.

P [TITTTITTITTITT]]
9?HHHHHHHHH\H\H
Ay E A

=)

[TTTTITTTTTTTIITIIITT]

\
%A < EJAN

Fig. 9.47

También en este caso las secciones del tramo HK estdn sometidas a inversion del esfuerzo cortante
seguin que la carga esté a derecha o izquierda de s-s, mientras las secciones de los tramos Ao H y By
K se encuentran sometidas a esfuerzo cortante positivo o negativo, respectivamente.-
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El diagrama envolvente total de Mgsx (véase parte superior de la figura 9.47) se obtiene sumando el
diagrama de la carga accidental distribuida en toda su luz, con la pardbola cuadritica de ordenada

2
P L .
méxima & 3 correspondiente a la carga permanente. Su valor es:

L X2 L x2 1 1
Mg = £ xg —g75+p7xS —pTS=5[gxs<L—xs)+pxs<L—xs)]=5<g+p)xs<L—xs)

1 1
Msmin = E[gLXS — gxé]: E[ng(L — XS)]

9.10.3.- DIAGRAMA ENVOLVENTE DE UN TREN DE CARGAS CONCENTRADAS.-

Sea la viga AB simplemente apoyada indicada en la figura 9.48; sobre ella incide una carga acciden-
tal constituida por un tren de fuerzas concentradas P, que avanzan de izquierda a derecha mante-
niendo invariable la distancia entre ellas, como asi también sus respectivos sentidos, direccién e in-
tensidad.- En primer término necesitamos establecer la posicion del tren de cargas que origina el
mayor valor del momento flector en una determinada seccion s-s de la viga.-

Consideremos inicialmente una la. posicion del tren de cargas caracterizada porque todas ellas se
ubican a la izquierda de la seccién considerada.- El valor del momento flector en s-s cuando se cono-
celaL.I.V.de Mg* , A; S; B, A, , considerando al tren formado por cuatro fuerzas sera:

Msia=Pimi+Pon+Psms+Pimy

Si ahora suponemos que el tren de cargas se desplaza hacia la derecha una longitud Ax , sin llegar
la primer fuerza a alcanzar la seccién s-s, el momento flector variard su intensidad en la siguiente
cantidad:

AMS.la. = P1 ATII + P2 ATIZ + P3 ATI‘; + P4' ATI4 = ( P1 + P2 + P3 + P4 ) AX. tango

en donde :
ATII = ATIZ = ATI‘; = ATI4 = AX. tang o

son las variaciones de las ordenadas de la linea de influencia al desplazarse las fuerzas P la longitud
AX.-

Como todas las cargas actiian en el tramo A; S; de la linea de influencia, que tiene ordenadas cre-
cientes hacia la derecha, la variacion del momento flector al desplazarse las cargas en la forma expre-
sada serd positiva ya que el signo de la linea asi lo es.- AMg j, resulta mayor que cero y la funcién
Mg 1, crecerd rdpidamente pues todos sus términos son positivos.-

Si se considera ahora una 2a. posicion del tren de cargas en la cual P; incide sobre la seccion s-s, y
a partir de ella damos un desplazamiento positivo Ax al tren de cargas, la variacién del momento
flector originada por este avance Ax de las cargas sera:

AMg 5, = [(P2 +P; + P, )tango — P, tangB].Ax
Si en esta nueva variacién del momento flector predomina el término positivo, la funcién seguird

creciendo pero con menor pendiente que cuando el tren de cargas se desplazaba con todas las fuerzas
a la izquierda de s-s.-
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En el avance del tren de cargas se toma ahora una 3a. posicion en la cual P, se encuentra sobre la
seccion s-s y damos un desplazamiento Ax a las cargas, la variaciéon del momento flector sera:

AMg 3, = [(P3 + P, )tango — (P, + P, )tangB].Ax

Suponiendo que en esta expresion el término negativo sea de mayor valor absoluto que el término
positivo AMg 3, , resultara negativo y la funcion Mg serd ahora decreciente, lo que indica que paso
por un mdximo cuando P, estaba sobre s-s.-

Sintetizando lo expuesto, resulta que si el tren de cargas se mueve sin que alguna de las cargas pase
de uno a otro lado de la seccién considerada, la variacién del momento flector es lineal y proporcional
a Ax , o sea que:

AM
X

= constante

Al pasar una carga de uno a otro lado de la seccién varia esta relacion y si ella pasa de positiva a
negativa significa que la funcién Mg pasa por un maximo.- Se deduce entonces que el momento
[flector en la seccion considerada solo puede ser mdximo cuando una de las cargas estd ubicada
sobre la seccion.-

Hay procedimientos para establecer cual es la carga cuyo paso por la seccién determina el valor ma-
ximo, como el del poligono de Winkler que se ilustra en la figura 9.48.b.-

Poligono de WINKLER

@)
jet—
ol
~
=)
ol
w
m
ol
n
\
o
(P+P>tgB

o
Ltoo L
PprRptoa H B a
g
AR tga [ p o
B+R+PrRptga J

Fig. 9.48b

Un procedimiento gréfico que por su sencillez resulta ttil para el trazado del diagrama envolvente
para un tren de cargas es el que se expone en el siguiente parrafo.-

9.10.3.1.- Diagrama envolvente por el método del papel transparente.-

Se dibuja el tren de cargas sobre una recta horizontal x-x de referencia y su correspondiente poligono
de fuerzas en escala de longitudes el primero y de fuerzas el segundo, figura 9.49.- Adoptando un
polo se traza el poligono funicular del sistema de fuerzas constituido por el tren de cargas.- Por de-
bajo del funicular (o separadamente si se prefiere) se dibuja la viga AB con la misma escala utilizada
para el tren de cargas y se marca un cierto nimero de secciones en correspondencia con las cuales
llevaremos los valores de los respectivos momentos flectores maximos que nos dard, construido por
puntos, el diagrama envolvente Mg« .-
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Por otra parte, en una hoja de papel transparente se repite el dibujo de la viga AB graficando las rec-
tas de accién de las reacciones y las secciones que se han marcado en el otro grifico de la viga.- Se
toma el papel transparente y se lo coloca con el eje de la viga coincidiendo con la horizontal de refe-
rencia del tren de cargas y llevando una de las secciones demarcadas (la s-s por ejemplo) a coincidir
con la vertical de una de las fuerzas que suponemos puede producir el mdximo momento.-

El poligono funicular del dibujo principal y las rectas de accién de las reacciones del transparente
determinardn la linea de cierre del diagrama de momentos flectores originado por esta posicion del
tren de cargas: sobre la vertical de la fuerza que se encuentra en coincidencia con la seccién medimos
el momento flector y lo interpretamos en la escala de momentos que resulta de multiplicar la distancia
polar por las escalas de fuerzas y de longitudes.- (Si hubiese dudas se efectiian tanteos, probando con
otras fuerzas, hasta determinar la fuerza que produce dicho médximo).- El valor obtenido se lo lleva al
diagrama de maximos momentos flectores en correspondencia con la seccion s-s que se ha considera-
do.-

Sentido de
—_—
marcha
P P P P PP P |P P
1 2 3 4 s 3 7 8 9 10
p
1
i 1 1 1 s I ! I
« NP I [ Ll B x
;/‘ I | T I | R ] 1 |
2
- \ \ [ \ \ ke
~ I I /)
RN | | | | | | P
\\‘ ‘ ‘ ‘ M_max ‘ ‘// P
N~ I [ o 4
o | | 2+
e T .
p
7
A s
| | | | | | B
é I I I | I I
4 S b
T
I
} MSmax
10
|
h

Fig. 9.49

Los pasos dados con la seccién s-s se repiten para las otras secciones y los resultados se van vol-
cando al diagrama envolvente hasta completarlo.- Si las cargas mdviles circulan en sentido con-
trario al supuesto, su diagrama envolvente es simétrico al obtenido.-
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