ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA
HIDROSTATICA E HIDRODINAMICA

ing. Civil: Luis M. Magistocchi

1. Nociones Generales

La formulacion de ecuaciones matematicas que sean la expresion fiel de un determinado fenémeno fisico,
exige por un lado el conocimiento del hecho fisico en si y por otro la fijacion de las convenciones mate-
maticas que se aplicaran para la conversion del fenomeno al lenguaje matematico.

La hidrostatica estudia los liguidos en reposo confinados por un continente de forma determinada, en
tanto que la hidrodindmica se dedica a los liquidos “'perfectos”” en movimiento. La Hidréulica es la disci-
plina técnica que se ocupa de los liquidos “‘reales’’,basada en los principios de la hidrodindmica y apoyada
por la experimentacion.

Dividiendo mentalmente un liquido en porciones cadavez menores se llega finalmente a la nocién de parti-
cula. Una particula esta formada por moléculas, La agrupacion de un gran nimero de moléculas en deter-
minada manera, tal que de una particula a otra la media promedio de las acciones moleculares sean iguales,
permite definir a la particula, como las mas pequefiaporciénde un material determinado que conserva las
propiedades del material en cuestion,

Un volumen cualquiera de liquido “perfecto’’, ocupa un lugar en el espacio, que puede localizarse si loreferi-

mos & una terna de coordenadas cartesianas.
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Ese volumen liquido es fisicamente continuo, una particula al lado de Ia otra, no hay discontinuidades tales
como “fisuras” o “trizaduras’. Es ademashomogéneo porque tiene las mismas propiedades en todos los
puntos, como se desprende de la concepcitn de la particula. Por lo tanto se asimila el volumen indicado, a
un campo matematico continuo y uniforme.

Dentro del volumen liguido {ver Fig. 1), un punto P cualquiera de coordenadas x,y,z, es el centro de un
“entorno'’, al que se da forma cubica y cuyas aristas sondiferenciales:dx, dy, dz.

Sobre ese elemento cGbico diferencial actian fuerzas de superficie en cada una de las caras y fuerzas masicas
que concentran en el centro de gravedad, las que de acuerdo al 20 Principio de la Mecénica variaran la can-
tidad de movimiento de la masa contenida en el volumen clbico.

Cada una de las caras del cubo diferencial, es cortada por las **acciones’” moleculares existentes a cada lado.

Estas acciones son fuerzas elementales que actQian en cada punto de la cara y tienen direcciones, intensidades
y sentidos propios.

En cada punto, hay por tanto, un vector fuerza de intensidad muy pequeia.

La composicion de este sistema de vectores fuerzas, es otro vector fuerza resultante que se aplica en el
centro de gravedad de cada superficie diferencial (cara), y que en términos generales tendra una direccion ,
sentido e intensidad dados.La intensidad de la resultante dividida por lasuperficie de la cara donde actla, es
la intensidad de una fuerza unitaria, que en los liquidos recibe el nombre de presibn vy en los solidos
tensiones.

Puede descomponerse la presién en tres componentes, seglin los ejes coordenados, uno serd normal a la cara
dada y los otros dos estaran en la mismal(ver Fig, 2).

Fig. 2
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Las fuerzas masicas se presentan como consecuencia de poseer masa, el elmento volumétrico diferencial
cubico. Las fuerzas de masa son , por ejemplo, el peso, las centripetas o centrifugas, las electromagnéticas.
En general, los liquidos estaran sometidos a su propio peso y en particular pueden presentarse ademas, otras
fuerzas masicas, como la centripeta en un movimiento de giro alrededor de un gje.

Los liquidos “’perfectos”, son liquidos no reales, a quienes se les atribuye las propiedades de homogeneidad,
de isotropia (iguales propiedades en cualquier direccion entorno a un punto) y de incompresibilidad (sin
variacion volimetrica a la compresion).

Los liquidos “‘perfectos’'no generan frotamientos de ningin tipo, dentro del mismo o con las paredes del
continente , tanto en reposo como en movimientao.

Ello significa que las presiones no tienen componentes tengenciales sobre los planos donde actban, quedan-
do tinicamente la componente normal {Pxy ; PxzZ son nulos). Las presiones en los liquidos perfectos son
por tanto, perpendiculares al plano, cualquiera sea la orientacién del mismo (isotropia).

Por el contrario, lo tiquidos reales son compresibles y se oponen a la accion que origine su deformacion. Se
adaptan perfectamente al recipiente que los contiene, propiedad caracteristica de los liquidos, pero ofrecen
resistencia a esa deformacion durante el proceso en que ésta s2 efectua.
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En los liquidos reales, la presién no sera de direccion normal al plano y tendréd componentes en éj. Estas
componentes tangenciales son las que deben vencerse enel movimiento de la deformacion. La propiedad de
los liquidaos reales al movimiento de deformacion es llamada viscosidad.

Conocidas vy analizadas las fuerzas que actGan sobre el elemento clbico diferencial de la Fig.1, habra que
determinar las convenciones de signosaemplear en la formulacion de las expresiones matematicas.

Se adoptara la siguiente convencion. En una terna levogira, para un observador parado en el triedro positivo
y mirando al origen, seran positivas las fuerzas de superficie aplicadas sobre las caras vistas del cubo diferen-
cial y negativas las aplicadas en las caras no vistas.

E! cubo diferencial estd colocado sobre los planos fundamentales de la terna en el origen de coordenadas
(Fig. 3).
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Fig. 3

Las fuerzas masicas se aplican en el centro de gravedad del cubo diferencial | referidos siempre a la unidad
de volumen y descompuestas sequin la direccion de los 3 ejes cartesianos,

Liamase a esos componentes X - Y - Z respectivamente.

2. Ecuaciones fundamentales de la Hidrostatica en liquidos perfectos.

En un continente de forma cualquiera, un liquido perfecto en reposo ocupard todo el espacio disponible y
tomara la forma de aquél.
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Fig. 4

En particular, a fin de fijar claramente los conceptos, si se tiene un continente prismético, de altura H,
lieno de liquidos en reposo, puede orientarselo de manera que sus aristas «coincidan- con los ejes de una
terna ortogonal. (Fig. 4).
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Entornoaunpunto g (x,y,z),se determina el cubo diferencial {dx; dy; dz). Sabre sus caras actiian pre
siones normales a ellos y en su centro de gravedad las fuerzas masicas.

Este cubodiferencialestd en equilibrio en el seno de la masa Iiquida en reposo.,

Puede ‘‘recortarse’’, mentalmente, el cubo y colocarse solo en el espacio fuera del liquido. Si se pudiera,
asf mismo,mediante elementos mecanicos ejercer sobre el cubo aislado, las mismas fuerzas que actuaban
sobre él cuando formaba parte del volumen liquido en el recipiente, se mantendria en equilibrio en el espa-
cio.
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En la Fig. 5 ( que representa el cubo en mayor escala ), se han dibujado las fuerzas unitarias de superficie
{presiones } vy los 3 componentes de las fuerzas masicas, con el signo correspondiente.

Se sabe que el volumen liquido es asimilable a un campo matemaético continuo y uniforme, por lo cual las
presiones son funciones de igual tipo que vacfan con las coordenadas’ de los puntos donde se aplican.

Llamando py la presién normal en el punto 1 {cara dy dz no vista), la presion en el punto 2 {cara vista), se
podra calcular mediante la variacion de la funcién dada por la serie de Taylor:

apy asz dx
px (x+dx;yiz) = Px {x;y;z) + dx + - S
i ax Bx? 2
y tomando solamente los dos primeros términos:
Ipy
Px (x+dx;y;z) =py(x.v.2,) + dx
9x

gue es la presion en ¢l punto 2.

Lo mismo ocurrira en las otras dos direcciones,

El conjunto de fuerzas aplicadas al cube diferencial de la Fig. 5, configura’un sistema no concurrente en ¢l
plano, que esta en equilibrio.La proyeccion del sistema sobre los ejes debe ser nula, o sea la sumatoria de

proyecciones de las fuerzas sobre sobre cada eje es nula.
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Proyectando sobre el eje de las x se tendra:

apx
{Px+—— dx j dydz-pydydz + X dxdydz=0
ax
calculando:
Bpx
——dxdydz+ X dxdydz = ¢
ax

y dividiendo por el volumen dx dy dz:

Opy

+X=0 {1
ax,

efectuando las proyecciones sobre el eje y, sobre el eje z, se tendra respectivamente:

apv ap,
— Y =0 (2)
Y oz

+Z =0 {3}

Las ecuaciones 1:2:3: sonlas fundamentales de la hidrostatica. Se transforman multiplicando ta primera
por dx, la segunda por dy y !a tercera por dz, recordando que en liquidos perfectos las presiones son iguales
en cualquier direccion alrededor del punto P ( px =py = pz=p) ) y sumando:

9p By
—— dX 4——dy +—-dz = - (X+Y+2Z) (4)
3x Y 0z

Los primeros términos de la igualdad dan el diferencial total de la presion:

9p dp ap
— dx +—dy+—dz=dp
ax ay az
con lo cual:
dp=~ (Xdx+Ydy +2dz) {5)

es la expresion de las ecuaciones fundamentales.

Actuando sobre el liquido contenido en el recipiente ( Fig. 4), solamente el peso propio, las fuerzas masicas son:

X = Y =0 L =P

porque la Unica componente del peso del liquido tiene la direccion vertical y sentido descendente contrario
al supuesto. Su intensidad es el producto del peso de la unidad de volumen (g}, por la masa de la unidad de
peso (p), siendo el producto gravedad por densidad el peso de la masade la unidad de volumen.

Determinadas las fuerzas masicas, debe analizarse la otra componente de la ecuacion (5), que es la presion.

La -fuerza unitaria o presidn, tiene una direccion perpendicular a la superficie considerada, y un sentido que
va hacia las superficie. Como en la convencion asumida (Fig. 5) las presiones salen de las superficies, al
aplicar concretamente a un caso especifico la ecuacion general, debe cambiarse el signo a p.

La ecuacion 5 guedara:

-dp = ~(-p g dz )= pgdz (6)
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La integracion de esta ecuaciondiferencial,solo podra efectuarse conociendo la relacion existente entre la
densidad y la presion. Para liquidos perfectos, incompresibles la densidad no depende de la presion, es una
constante ¥ la integral puede ser calculada dando:

p z
=] W = j pgdz
po ZQ

~-(p *Do)=pg {z —Zo} "—"y(z-zo)

Po p
—+ Z; =—+ 2z =cte. {7
Y ¥

gue constituye la Ley Hidrostatica y se expresa: para todos los puntos en el seno de un liquido perfecto en
-reposo, la suma de su altura de posicion (cota) masla altura de presidon es una constante.

Po p p
. ZO =-—+Z =H luego! —=H - Z = fh )
Y 7 Y

la altura de presidn es igual 2 la altura o carga de liquido existente entre el punto y la superficie libre {se
asume que pa =0 ).

3. Ecuacidn fundamental de la Hidrodinamica en liguidos perfectos _

Las ecuaciones fundamentales de la hidrostatica fueron deducidas en el item anterior, aplicando las condi-
ciones de equilibrio al sistema de fuerzas no concurrentes actuantes sobre un elemento cibico diferencial.
Pero como ademéas debe cumplirse el 20 Principio de la Mecénica, también se deducen aquellas ecuaciones
aplicandolo.

Recuérdese que este segundo Principio establece que la variacion de la cantidad de movimiento de un movil
es proporcional a la fuerza no equilibrada que se ejerce sobre él y tiene su direccidn y sentido. Esto expresa
dv
dt’
do la variaciéon de la velocidad ocurre en el tiempo unitario, la fuerza es igual a la masa por la variaciéon de la
velocidad.

El elemento cubico diferencial de la Fig. 4, estd en reposo, y en tal estado permanece a través del tiempo; su
velocidad y aceleracion son nulas.

La variacion de la cantidad de movimiento producidos por las fuerzas que actian es nula .

la ecuacion de Newton F =m fuerza igual a la masa por la variacion de la veiocidad en el tiempo. Cuan-

Por tanto la ecuacion de Newton, se escribe sobre el eje de las x:

apx

(py + dx) dydz - py dydz + X dxdydz =m a, =0

calculando y dividiendo por el volumen dx dy dz se obtiene:

opx
— 4+ X =0 igual a la ecuacion (1)

ox

Lo mismo ocurre trabajando sobre los otros ejes y, z; con Jo cual se obtendrian ecuaciones similares a (2) y
(3).

Pero si el cubo diferencial no estd en reposo, sino animado de una velociad V y una aceleracion a, para lo
cual el continente de fa Fig. 4 se debe transformar en los contornos de una canalizacion cualguiera, la ecua-
cion de Newton, expresada por la proyeccion sobre cada uno de los tres ejes coordenadas sera:
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px

(py + dx ) dy dz - py dvdz+dedyd?=pdxdydzax

dX

para el eje x, donde en el seqgundo término de la igualdad p dx dy dz es la masa del cubo diferencial y ay la
componente de la aceleracion en el eje x.

De la misma manera:

{py + — dy) dxdz - pydxdz + Y dxdydz = p dxdydz ay
ay
Jpz
(p, +—— dz) dxdy - pydxdy + Z dxdydz = pdxdy dz a;
3z
obteniéndose al calcularlos:
o (8)
—— % X =pa
ax 5
aDy Yy
S =pa 9}
dy Y {
Ip;
+Z =pa (10}
dz

que son las ecuaciones fundamentales de la hidrodindmica, con nomenclatura abreviada.

En esas ecuaciones figuran presiones, fuezas mésicas por unidad de volumen, densidad y aceleraciones.

Las presiones py = py =Pz = p por tratarsede un liquido perfecto cuyas propiedades fueron dadas enel item1

Las fuerzas masicas son X - Y - Z y su significado es conacido.

La densidad, va se dijo, no depende de las presiones en |iquidos perfectos.
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En cuanto a la velocidad V, llamando u, v, w las proyecciones sobre x, y, z, se tendra: (Ver Fig. 6)

V=Uu+v+w

La velocidad V es una funcion que depende del espacio y del tiempo. lgual ocurrirad con las componentes.
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Esdecir:

V = f(X, Vo &, t) 2 u = f1 (x,v,z,t)

v=1falx,y,z,t) ; w=1fz3(xy,21

Por tanto:
du du Ju du
du = dx + —dy + ——dz + — dt
ax oy 2z at

y dividiendo por dt

du Ou gy du dy du g, Ou g
—_—

2 + + (11}
dt Ix dt oy dt A4z dt at dt

En el campo Euleriano, las velocidades son las derivadas totales del espacio respecto al tiempo:

dx dy dz
US—; y=e— Wy = ——
dt dt dt

reemplazando en (t1}:

du Ou du au au
8y =~ me—e ok = g ey e {12}
dt  9x ay 8z at

expresion de la aceleracion ay

De igual modo:
dv ov ov ov av
dy =——z=—y +—v F—w  — (13)
dt 98X oy dz at
S w aw ow ow
@Y =——=—Uu =V +=—wW +— {14)
dt X oy az ot

Llevando estos resultados a las (8} ,{9) y (10 ) se obtiene:

op du du du du

— 4t X = p Ut —V +—w ) (15)
A ax By 0z ot

op av v av ov
—t Y = (U Fe vy + —— W +—} (16)
dy ax ay az at

ap ow ow aw ow
—— 4 Z=p (—u + ¥ by« =) (17}
9z ax Ay 22 ot

que son las expresionas de las ecuaciones fundamentales de la hidrodinamica.
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En particular, cuando el movimiento no depende del tiempao (movimientos permanentes), las variaciones de
la velocidad en el tiempo son nulas.

Para tales movimientos, multiplicando las ecuaciones (15), (16} y (17) por dx, dy, dz respectivamente y
sumandolas:

ap 3p ap gy du dy du dz
(—dx 4 — dy +—dz ) + (Xdx + Y dy + 2dz ) =p {(— - —dx + — — dx+— — dx )

ax ay 0z ax dt dy dt dz dt

dv dx dv dy 3v dz W dx oW dy W dz .
$#(——dy +—-—dy +——dy ) 4 [-— —dz + —— dz + — — dz ) = (18

(ax dt J ay dt y dz d 5 x dt dy dt dz dt

El primer paréntesis es el diferencial total de la presion.En cuanto al segundo miembro de la igualdad es
igual a : d

ou du du v ov dv
L (—dxu +—dyu +—dzu) + [— dx v + —dy v + —dz v )
D Ay 0z x dy 92
+(—dcw+—dy wtr—dzw)| =p—d VvV’
Ox Jy dz 2
porque: Vi o +v2+w2 y su diferencial d(V)*=  d(u?+v2+w’);

2Vdy =2u.du + 2v.dv + 2w.dw, luego:

du au du cv av av

1
di—v?)= udu + vdv + w dw = Uu{—dx +— dy +—dz) 4v (—dx +—dy +— dz) +
2 x dy dz ax ay 9z
dw dw ow
+w{—dx +—dy +— dz )
X ay dz
con lo cual ia ecuacidn {18) se escribe:
1 2
dp + {Xdx + Ydy + Zdz ) = p .d t2—V> (19)

Ecuaciton fundamental para liquidos perfectos en movimiento permanente.

Cuando la Gnica fuerza actuante esel peso: X =0; Y =0, Z =- £g, recordando, ademas que las presiones
van hacia las superficies, la ecuacion (18) da :

~dp - p gdz = p_%_d v?) dividiendopor 7y =pg
1 1 q 3 $
—-—;dp = g2 =2—-- d (V°) e integrando a lo largo de la trayectoria
" del punto:

1 1 s
- [—dn <fdz =—=d(VF) de donde se obtiene:
7 29
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1 Yy

_——pPsZ=—0 3 ¢te. y ordenando los componentes:
i 2g
p V2
Z4— 44— = Cte,
Y 2q

expresion del Teorema de Bernoulli valido para liquidos perfectos, animados de movimiento permanente,
sometidos a su propio peso y a lo largo de una trayectoria.

4, Analogia Elastica

Un cuerpo solido, homogéneo e isdtropo, que se encuentra en estado de equilibrio bajo la accion de un sis-
tema de fuerzas exteriores ( activas y reactivas } que actoan dentro del campo eldstico y de un sistema de
fuerzas de masa, puede asimilarselo a un campo matematico continuo v uniforme, siempre que las funciones
de los corrimientos tengan primera y segunda derivada y uni torcera fnica, Equivale a decir fisicamente,
que el solido no presenta discontinuidades. (Fig. 7).

Fig. 7
R oK
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Fijando un punto P cualquiera de coordenadas x, vy, z, se determina un entornn diforanc o o ma cubica.
El elemento cubico de aristas diferenciales determinado, estard en equilibrio, porgue forms narte de un 56-

lido que lo estd.

Aislando el elemento clbico, se mantendra en equilibrio bajo la accian de (as fuerz . o

del mismo.

Estas fuerzas de superficie sobrelas caras, se descomponen entres denominadas respociiva oot or u
de superficie, (i (componente normal al plano); € ij y £ ji (componentes tanger: e

son las tensiones en la cara considerada. {Fig. 8).

Las fuerzas masicas, compuestas en el centro de gravedad del solido y proyectada la resu e en lo ejes
coordenados, valen X - Y - Z - por unidad de volumen.

El sistema general de tensiones y fuerzas masicas actuante sobre el cubo diferencial estd dibujaclc 1 'z Fia.8
en escala mayor, donde la convencion de signos es la fijada en el item 1, lo mismo que el incre ; de esas
funciones, en el item 2.

La terna elastica proporciona 3 sistemas de ecuaciones, mediante las cuales pueden resolverse los nroblemas
elasticos determinandose las incognitas ya sea en tensiones o en deformaciones.

En el primer sistema es el de Equilibrio interno, que se obtiene por la condicion de equilibrio de las fuerzas
indicadas en la Fig. 8.
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Ezm—g—g—zi dz
Gz 92
S 2y G2+ 42 a%6x2
ZzY"'g—g-"‘d2 %_?- Exz+ 5 dx
572 e 3
Sl ot ]
T 1,4z gz Qx4 Ox dx
((i ’Ah-{ B Pt G x
Sxz s o L AT ———'—-X
= Q(Y = N Zzy
S 5y 97 17 &)1 Fig. 8

20 x Ixy @ T xz
" " FX =0 @1
dx By az

Bny 3Gy 3l vz
+ +
ox dy 0z

+¥ =0 (22)

asz BZVz Bﬁ_z
- +

Ox oy dz

+ Z =0 {23)

Estas ecuaciones son analogas a las obtenidas en hidrostatica ( ecuaciones 1,2 y 3}, haciendo:

X=Ppx i Y=Py: Z=p

y las z Xy 32 X2 = 2 yZ = Q {en los liquidos perfectos no hay viscosidad).
En efecto, las anteriores se convierten en:

dpx aPy opz
+X =90 +Y=0
ox Ay a8z

+Z =0;

No puede ser de otro modo porque los principios de la mecanica son validos en los dos casos,

Deberd tenerse en cuenta cuando se integren las expresiones de la hidrostatica {liquidos) y de Equilibrio
Interno {sélidos), que los campos de integracién no tienen las mismas propiedades fisicas, ya que en lo
pertinente, los liquidos transmiten presiones y los solidos fuerzas.
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